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Tesekkiir

Herhangi bir telif hakk: istemeden bu kitab: Tiirk¢e’ye ¢cevirmemize izin
veren Richard Hammack’a tesekkiir ederiz. Yaptigimiz ceviriyi titiz-
likle kontrol eden, ¢cevirmekte zorlandigimiz kisim ve kavramlar konusunda
onerilerde bulunan Ercan Altinigik’a minnettariz. Ayrica dogrudan veya
dolayl1 yoldan katkilar: bulunan Ahmet Altiirk, Burcu Dagli, Kiirsat Efe,
Merve Okur, Metin Orbay ve Tevfik Sahin’e tesekkiirlerimizi sunariz.



Uciincii Baskiya Onsoz

Bu kitabi, ¢ok ucuz ve yiiksek kaliteli bir ders kitab1 olusturmak amac1

ile yazdim. Kitap, ticretsiz olarak web sayfamdan PDF formatinda in-
dirilebilir. Basili siirimiiniin fiyat: ise geleneksel ders kitaplarina nazaran
cok daha dustiktiir.

Bu iiciincii baskida, (sayma iizerine olan) Unite 3 genisletilmis ve ana-
lizdeki ispatlar konusunda yeni bir iinite eklenmigtir. Ayrica kitaba yeni
ornekler ve aligtirmalar ilave edilmigtir. Diizeltmelere iligkin aldigim ka-
rarlar hem Amazon elestirileri hem de okuyuculardan gelen elektronik
postalar dogrultusunda yapilmistir. Tim yorumlar i¢in minnettar oldu-
gumu belirtmek isterim.

Uciincii baskinin ikinci baski ile uyumlu olmasina 6zen gosterilmistir.
Alistirmalarin siras1 degistirilmemistir. Ancak anlasilabilirlik acisindan
baz1 aligtirmalar yeniden yazilmis ve yeni alistirmalar eklenmistir. (Tek
istisna, Unite 3’iin yeniden diizenlenmesinden dolay1 baz1 alistirmalarin
kaymasidir.) Unite siralamasi, tek bir istisna disinda oncekiyle aynidir:
Kardinalite hakkindaki son iinite, analizdeki ispatlar ile ilgili Unite 13’e
yer acmak icin Unite 14 olmustur. Unite 10 ve 11’deki béliimlerin numa-
ralar biraz degismis ancak bolim i¢gindeki alistirmalarin siralamasi aym
kalmistar.

Bu kitap, kiiciik bir sosyal bilimler yiiksek okulu olan Randolph-Macon
Koleji ve biiyiik bir devlet iiniversitesi olan Virginia Commonwealth Uni-
versitesi’nde son 18 yildir verdigim ispat yontemleri ders notlarinin ge-
listirilmesi ve genigletilmesiyle olusturulmustur. Her iki universitedeki
kitlenin ihtiyaclarinin ayni oldugu gozlemleyerek bu kitab1 yazdim. Ancak
daha genis bir kitlenin ihtiyaclarina karsi da duyarliyim. Bu kitabin hemen
hemen her matematik lisans programi i¢in uygun olduguna inaniyorum.

Ricuarp HamMMAcCK Lawrenceville, Virginia
14 Subat 2018



Giris

Bu kitap, teoremlerin nasil ispatlanacagini anlatir.

Matematik, egitim hayatinizin muhtemelen bu noktasina kadar énceligi
hesaplama olan bir disiplin seklinde sunulmustur. Bu siirecte denklemleri
cozmeyi, tiirev ve integral almay1, matrisleri carpmay1 ve determinantlari
hesaplamay1 6grendiniz; bunlarin diitnyamizdaki pratik sorular1 nasil ce-
vapladigini1 gérdiiniiz. Bu baglamda, matematigi 6ncelikli olarak cevaplar:
bulmak i¢in kullandiniz.

Ancak matematigin uygulamalarindan ¢ok, teorik olan baska bir tarafi
vardir. Bu kitaptaki éncelikli hedefimiz matematiksel yapilar1 anlamak,
matematiksel onermeleri ispatlamak ve hatta yeni teoremleri ve teorileri
kesfetmek olacaktir. Su ana kadar 6grenip kullandiginiz matematiksel
yontem ve iglemler matematigin bu teorik tarafi iizerine inga edilmigtir.
Ornegin, bir egrinin altinda kalan alan hesaplanirken analizin temel te-
oremi kullanilir. Bu teorem dogru oldugu i¢in bulunan cevap da dogrudur.
Fakat analiz dersini 6grenirken, muhtemelen bunun neden dogru oldu-
gunu anlamaktan ziyade nasil uygulanacagina odaklandiniz. Ancak bu
teoremin dogru oldugunu nereden biliyoruz? Bu teoremin dogru olduguna
dair kendimizi veya bir bagkasini nasil ikna edebiliriz? Bu nitelikteki soru-
lar matematigin teorik kismina aittir. Bu kitap, teorik kisim i¢in bir girig
niteligi tasimaktadir.

Bu kitap size gizemli bir diinyanin kapisini aralayacaktir. Matematikgile-
rin teoremleri dogrulamak, matematiksel gercegi kesfetmek ve yeni teorileri
olusturmak icin kullandiklar1 diisiince yontemlerini 6grenecek ve uygula-
yabileceksiniz. Bu ise sizi gelecekte alacaginiz derslere hazirlayarak ispat-
lar1 daha iyi anlamanizi ve kendi ispatlarinizi yapabilmenizi saglayacak,
matematiksel olarak merakli ve elestirel diistinmenize yardim edecektir.

Bu kitap asagida 6zetlendigi sekilde dort ana kisimdan olugsmaktadir.



X Giris

I. KISIM Temel Kavramlar

* Unite 1: Kiimeler

 Unite 2: Mantik

e Unite 3: Sayma

Unite 1 ve 2, ileri matematikte kullanilan dili ve kurallar1 ortaya koyar.
Her matematiksel yapi, nesne veya varlik bir kiime olarak ifade edilebilir.
Bu nedenle kiimeler olduk¢a 6nemlidir. Mantik; 6nermeleri anlamamiza,
matematiksel yapilar hakkinda bilgi edinmemize ve yeni yapilar ortaya
citkarmamiza olanak sagladig icin temel bir 6nem arz eder. Sonraki tim
iiniteler, bu ilk iki iinite iizerine insa edilmistir. Unite 3 bu kitaba kismen
dahil edilmistir ¢iinkii oradaki konular matematigin bircok dali icin oldukca
onemlidir. Ayrica bu kitaptaki ¢cogu drnek ve aligtirma igin bir kaynak tegkil
eder. (Istenildigi taktirde dersin 6gretim elemani 3. iiniteyi atlayabilir.)

II. KISIM Kosullu Onermelerin Ispatlanmasi

 Unite 4: Dogrudan Ispat

e Unite 5: Dolayl Ispat

 Unite 6: Olmayana Ergi

Unite 4, 5 ve 6 “Eger P ise @.” kosullu formunda verilen teoremleri ispatla-
mak icin kullanilan ii¢ temel yontemle ilgilenir.

IIL. KISIM ispat Uzerine Daha Fazlas:

* Unite 7: Kogulsuz Onermelerin Ispatlanmasi

* Unite 8: Kiimeleri Iceren Ispatlar

 Unite 9: Aksini Ispat

 Unite 10: Matematiksel Tiimevarim

Buradaki iiniteler, II. kisimda verilen ispat tekniklerinin pratik versiyonlari,
cesitlemeleri ve sonuclari ile ilgilenir.

IV. KISIM Baginti, Fonksiyon ve Kardinalite
e Unite 11: Bagint1

¢ Unite 12: Fonksiyon

 Unite 13: Analiz Ispatlar

* Unite 14: Kiimelerin Kardinalitesi

Bu kisimda bulunan tiniteler, matematigin merkezi konumunda bulunan
fonksiyon kavramiyla ilgilenir. Bu konular1 anladiktan sonra; soyut cebir,
analiz, topoloji, kombinatorik ve hesaplama teorisi gibi ileri matematik
derslerine hazir olacaksiniz.

Richard Hammack Ispat Yontemleri



X1

Uniteler, asagida verilen baglant1 agacinda oldugu gibi siralanmistir.
Sol taraftaki siitunda bulunan tiniteler kitabin ana kismini olusturur. Bu
stiitundaki her unite, tiist tarafindaki tiim tinitelerden materyaller icerir.
Unite 3 ve 13 kesinti kaybi olmaksizin atlanabilir. Ancak 3. iinite ¢cok sayida
alistirmanin kaynagim tegkil eder. Bu nedenle 3. iiniteyi atlayan okurlar,
ilerideki tinitelerde bulunan bununla ilgili alistirmalari g6z ard: edebilir.
Timevarim hakkindaki Unite 10 da atlanabilir. Ancak tiimevarim, cogu
ispat dersinin icerdigi bir konudur.
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xii Girig

Ogretim Elemanina Mesaj. Bu kitap, ii¢ veya dort kredilik bir ders icin
tasarlanmistir. Ayrik matematik vurgusu yapan bir ders, 1-12 tinitelerini
kapsayabilir. Analize hazirlik niteligi tagsiyan bir ders ise 3. iinite disindaki
tim tuniteleri kapsayabilir. Asagida bu iki secenek i¢in on dort haftalik
bir donemde kullanilabilecek melez bir ders uygulama plani verilmistir.
Sinifta, * ile isaretlenmis boliimlerden kisaca bahsedilebilir veya bunlar:
kendi baslarina 6grenmeleri i¢in 6grencilere 6dev olarak birakabilirsiniz.

’ Hafta ‘ Pazartesi Cargsamba Cuma
1 Bélum 1.1 Bélim 1.2 Bélim 1.3, 1.4
2 Bolum 1.5, 1.6, 1.7 Bolim 1.8 Bolum 1.9%, 2.1
3 Bolim 2.2 Bolium 2.3, 2.4 Bolum 2.5, 2.6
4 Béliim 2.7 Béliim 2.8*, 2.9 Béliim 2.10, 2.11%, 2.12*
5 Bolum 3.1, 3.2, 3.3 Bélim 3.4, 3.5 Bélum 3.5, 3.6
6 SINAV Bolim 4.1,4.2,4.3 | Boliim 4.3,4.4,4.5*
7 Bélim 5.1, 5.2, 5.3* Bélim 6.1 Bélim 6.2 6.3*
8 Bélum 7.1, 7.2%, 7.3, 7.4 | Bolum 8.1, 8.2 Bélum 8.3
9 Bolum 8.4 Bélim 9.1, 9.2, 9.3* | Bolim 10.1
10 Bolum 10.1, 10.4* Bélim 10.2, 10.3 SINAV
11 Bolum 11.1,11.2 Bolum 11.3, 11.4 Bolim 11.5, 11.6
12 Bolum 12.1 Bolium 12.2 Bolum 12.2
13 Bolum 12.3, 12.4* Bélim 12.5 Bélum 12.5, 12.6*
14 Bolim 14.1 Bolim 14.2 Bolim 14.3, 14.4*

Kitabin tamam: 4 kredilik bir derste veya olgun bir izleyici kitlesine
hitap eden 3 kredilik bir derste islenebilir.

Tesekkiir. Bu kitabin ilk baskisini okuyarak geribildirim sunan Virginia
Commonwealth Universitesi'ndeki MATH 300 kodlu dersin 6grencilerine
tesekkiir ederim. Basim hatalarimi ve tutarsizliklar: bularak diizelten Cory
Colbert ve Lauren Pace’e 6zel olarak tesekkiir ederim. Web sayfasindaki
nihai taslag: yayinlamadan 6nce her béliimiin taslak metnini okuyarak
cok sayida hatayi yakalayan Cory’ye ozellikle minnettarim. Cory ayrica
baz ilging 6rnekleri 6nerdi, bazi ¢oziimleri yazdi ve dizini olusturdu. Bu
kitaptan ders anlatirken bircok iyilestirme tavsiye eden Moa Apagodu, Sean
Cox, Brent Cody ve Andy Lewis’e; ticlincii baskinin prova baskisini okuyan
John Ganci’ye tesekkiir ederim. Dizgi alaninda uzman olan ve istege bagh
yayim ile bu kitabin baskisini hayata geciren Lon Mitchell’e minnettarim.

Hatalar ve eksiklikler konusunda benimle temasa gecen tiim diinyadaki
sayis1z okura tesekkiir ederim. Bu, sizler sayesinde daha iyi bir kitap oldu.

Richard Hammack Ispat Yontemleri



Kisim I

Temel Kavramlar







UNITE 1

Kumeler

Matematigin tamami kiimelerle ifade edilebilir. Matematik bilgi diize-
yiniz arttikca, bu ¢ok daha belirgin bir hale gelecektir. Bunu hem
bu derste hem de ileride alacaginiz derslerde acik bir sekilde goreceksiniz.
Kiimeler teorisi, matematiksel yapilarin tamamini ifade ve izah etmek i¢in
kullanilan miikemmel bir dildir.

1.1 Kiime Kavramina Giris

Kiime, nesnelerden olusan bir topluluktur. Bu topluluktaki nesnelere kii-
menin elemanlari denir. Biz agirlikli olarak elemanlar: sayilar, noktalar,
fonksiyonlar vb. birer matematiksel nesne olan kiimelerle ilgilenecegiz.
Genel olarak bir kiime, elemanlari iki siislii parantez arasinda virgiiller
ile ayrilip listelenerek gosterilir. Ornegin {2,4,6,8} toplulugu doért elemanlh
bir kiimedir. Bu kiimenin elemanlari 2,4,6 ve 8 sayilaridir. Bazi kiimelerin
sonsuz sayida elemani vardir. Ornegin biitiin tamsayilardan olusan

{...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}

toplulugunu ele alalim. Bagtaki ve sondaki ii¢ nokta, say1 ériintiistiniin hem
pozitif hem de negatif yonde sonsuza dek siirdiigiinii belirtir. Sonsuz sayida
elemani olan bir kiimeye sonsuz kiime, aksi halde sonlu kiime denir.
Tamamen ayn1 elemanlardan olusan iki kiime esittir. Ornegin eleman-
lar: farkl sekilde siralanmig olsa da {2,4,6,8} = {4,2,8,6} olur ¢iinki bu
kimelerin elemanlar: aymdir. Diger taraftan {2,4,6,8} # {2,4,6,7}. Ayrica

{...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...} = {0,-1,1,-2,2,-3,3,-4,4,...}.

Kiimeleri genellikle biiyiik harflerle temsil ederiz. Ornegin {2,4,6,8}
kiimesinden bahsederken, A = {2,4,6,8} oldugunu bildirir ve sonrasinda
{2,4,6,8} yerine A kullanabiliriz. A kiimesinin 2 elemanina sahip oldugunu
belirtmek i¢in 2 € A yazar ve bunu “2 tamsayist A kiimesinin bir elemanidir”
veya “2 eleman A” ya da kisaca “2, A'dadir” diye okuruz. Benzer sekilde
4e€A,6¢€A, 8¢c A fakat 5 ¢ A yazabiliriz. Son ifadeyi “5 tamsayist A’nin bir
elemant degildir” ya da “5 eleman degil A” diye okuruz. Ayrica 6,2 € A veya
2,4,8 € A gibi ifadelerle, bir¢ok nesnenin bir kiimeye ait oldugunu belirtiriz.



4 Kiimeler

Bazi kiimeler o kadar 6nemlidir ki onlar i¢in 6zel semboller kullanilir.
Dogal sayilar (yani pozitif tamsayilar) kiimesi bunlardan biridir. Bu kiime
N ile gosterilir:

N={1,2,3,4,5,6,7,...}.

Onemli olan kiimelerden baska biri de
z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}

ile verilen tamsayilar kiimesidir. Analiz derslerinden size kuskusuz bir
sekilde tanidik gelecek olan reel (gercel) sayilar kiimesini R sembolii
temsil eder. Diger 6zel kiimelere bu boliimde daha sonra yer verilecektir.

Kiimelerin elemanlar1 sadece sayilar olmak zorunda degildir. Ornegin
B ={D,Y} kiimesi iki tane harften olugur. Bu harfler “dogru” ve “yanhs”
degerlerini temsil edebilir. C = {a,e,i,0,u} kiimesi, Ingiliz alfabesinin kiiciik
sesli harflerinden olusur. D = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} kiimesinin elemanlari,
xy-koordinat diizlemindeki bir karenin kose noktalaridir. Burada (0,0)e D,
(1,0) € D fakat 6rnegin (1,2) ¢ D olur. Ayrica elemanlar: baska kiimeler olan
kiimeler bile olabilir. Ornegin E = {1,{2,3},{2,4}} kiimesinin ii¢ eleman
vardir: 1 saysi, {2,3} kiimesi ve {2,4} kiimesi. Buna gére 1€ E, {2,3} € E ve
{2,4} € E olur. Fakat 2¢ E, 3¢ E ve 4 ¢ E olduguna dikkat edilmelidir.

Iki-carpi-iki tipindeki {i¢ matristen olusan M = {[39],[3 9],[} 9]} kiimesi
icin [§ 3] € M fakat [? 1] ¢ M olur. Bu kiimenin elemanlar: harflerle temsil
edilebilir. Eger a = [ 8], 6 =[§ 9] ve ¢ =[1 9] dersek M ={a,b,c} yazilabilir.

Sonlu bir X kiimesinin eleman sayis1 | X | ile gosterilir. Bu sayiya kiimenin
kardinalitesi denir. Yukarida verilen kiimeler icin |[A| =4, |B| =2, |C| =5,
ID| =4, |[E|=3 ve |M| =3 oldugu goriilebilir.

Kiiciik olmasina ragmen ¢ok biiyiik bir rol oynayan 6zel bir kiime vardir.
Bos kiime, hicbir eleman1 olmayan kiimedir. Bu kiime ¢ ile gosterilir. Yani
@ = {}. Dolayisiyla @ sembolii her zaman {} anlamina gelir. Dikkat edilirse
|@| = 0 olur. Aslinda kardinalitesi sifir olan tek kiime bos kiimedir.

Bos kiime yazilirken dikkat edilmeli ve ¢ yazmak isterken, yerine {#}
yazilmamalidir. Bu iki kiime esit olmaz ¢iinkii @ hicbir nesne icermez ancak
{®} kimesi bir tane nesneyi yani bos kiimeyi icerir. Eger kafamz karigtiysa
kiimeleri, icerisinde nesneler olan kutular olarak diisiinebilirsiniz. Ornegin
{2,4,6,8} kiimesi, icerisinde dort tane say1 olan bir “kutudur.” Bu baglamda
@ ={}, bir bog kutudur. Buna karsilik {}, icinde bos kutu olan bir kutudur.
Bu ikisi arasindaki fark aciktir: Bos kutu, icerisinde bos kutu olan bir
kutudan farklidir. Bu nedenle ¢ # {@} olur. (Dikkat edilirse || =0 ve [{@}| = 1
olmasi, ¢ # {®} olmasinin baska bir kanitidir.)

Richard Hammack Ispat Yontemleri
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Kiimeleri kutulara benzetmek faydali olabilir. Ornegin F = {p, {#},{{2}}}
kiimesi ilk bakista garip goriinse de bu gercekten basit bir kiimedir. Bu
kiime, su ¢ nesneyi iceren bir kutu olarak distiniilebilir: bog kutu, bos
kutu iceren bir kutu ve bog kutu iceren bir kutuyu iceren baska bir kutu. Bu
nedenle |F| = 3 olur. Obiir yandan G = {N,7} kiimesi, dogal sayilar kutusunu
ve tamsayilar kutusunu iceren bir kutudur. Boylelikle |G| = 2 olur.

Iki siislii parantez arasinda listelenemeyecek kadar biiyiik veya karma-
s1k olan kiimeleri belirtmek i¢in ortak 6zellik yontemi adi verilen 6zel
bir gésterim kullanilir. Ornegin C ={...,-6,-4,-2,0,2,4,6,...} ile verilen cift
tamsayilar kiimesini ele alalim. Bu kiime, ortak 6zellik yontemiyle

C={2n:nez}
biciminde yazilir. Buradaki iki nokta isareti “formundaki tiim elemanlardan
olugur dyle ki” diye okunur. Buna gore C = {2n : n € Z} seklinde verilen ifade
“C kiimesi, 2n formundaki tiim elemanlardan olusur éyle ki n eleman Z’dir.”

diye okunur.
Ortak o6zellik yontemiyle yazilan bir X kiimesi genel olarak

= {ifade : kural}

formundadir. Bu gosterime gore X kiimesinin elemanlar: “kural” ile belirti-

len tiim “ifade” degerlerinden olusur. Ornegin yukarida verilen ¢ kiimesi,

n € Z kuralim saglayan 2n formundaki tiim ifade degerlerinin kiimesidir.

Bir kiimeyi ifade etmenin bir¢ok yolu olabilir. Ornegin, ¢ = {2n:ne Z} =

{n:n ¢ift tamsay1} = {n:n =2k, k € Z}. Yaygin olan bagka bir gosterim de

C={neZ:nift}

bicimindedir. Bu gosterim “C kiimesi, n € Z’lerden olusur éyle ki n ¢ifttir.”

diye okunur. Bazi yazarlar, C = {n € Z|n ¢ift} 6rneginde oldugu gibi iki nokta

yerine diz cizgi kullanir. Ancak biz iki nokta kullanimina bagh kalacagiz.

Ornek 1.1 Asagda, ortak 6zellik yontemiyle ilgili 6rnekler verilmistir.
1. {n:n bir asal say1} = {2,3,5,7,11,13,17,...}

{neN:n asal} ={2,3,5,7,11,13,17,...}

{n? nEZ} {0,1,4,9,16,25,...}

{x(—:[R x2-2= 0} {\/_,—\/5}

{x €Z:x2-2= O} @

{xeZ:|x|<4}={-3,-2,-1,0,1,2,3}

{2x:x€Z,|xI <4} = {-6,-4,-2,0,2,4,6}

{xeZ:12x] <4} ={-1,0,1}

® N T W
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Son ti¢ 6rnek, daima dikkat edilmesi gereken bir notasyon karmasasina
dikkat ceker: | X| ifadesi, X bir say1 ise mutlak deger fakat X bir kiime ise
kardinalite anlamina gelir. Aralarindaki fark, konu iceriginden belli olur.
Ornek 1.1 (6ydaki {x € Z:|x| <4} kiimesinde x € Z oldugu i¢in x bir sayidur.
Bu nedenle |x| ifadesi mutlak deger anlamina gelir. Yani kardinalite degildir.
Buna karsilik A = {{1,2},{3,4,5,6},{7}} ve B ={X € A :|X| < 3} kiimelerini
g0z ontine alalim. A kiimesinin elemanlar: (sayilar degil) kiimelerdir. Bu
nedenle B kiimesini ortak 6zellik yontemiyle belirtirken kullanilan |X]|
ifadesi kardinalite anlamina gelmelidir. Boylelikle B = {{1,2},{7}} olur.

Ornek 1.2 A ={7a+3b:a,b e 7} kiimesini tarif ediniz.

Cozim: Bu kiime, a ve b iki tamsay1 olmak tizere, 7a + 3b formundaki
tiim sayilardan olusur. Ustelik 7a + 3b bir tamsay1 oldugu icin A sadece
tamsayilar icerir. Ancak hangi tamsayilar1? Eger n herhangi bir tamsayi ise
n="7n+3(-2n) oldugu i¢in a = 7n ve b = —2n segilerek n = 7a + 3b yazilabilir.
Buna gore n € A olur. Sonug olarak A kiimesinin sadece tamsayilardan

olustugunu ve ayn1 zamanda biitiin tamsayilar1 da icerdigini gostermis
olduk. O halde A = Z olmalidir.

Bu boliimii, ¢ok yaygin olarak kullanilan kiimelerin bir 6zetiyle bitirelim.

Bu kiimeler oyle yaygindir ki her birinin 6zel bir ad1 ve sembolii vardir.

* Bos kime: ¢ ={}

* Dogal sayilar: N={1,2,3,4,5,...}

e Tamsayilar: 7={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}

* Rasyonel sayilar: Q = {x:x: %,m,nez,n;éo}

* Reel sayilar: R
Reel sayilar kiimesini, sonsuz uzunluklu say1 dogrusu olarak diisiinebiliriz.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Rasyonel sayilar, iki tamsayinin birbirine orani olarak yazilabilen tiim
reel sayilarin kiimesidir. Muhtemelen, v2 ¢ Q ama v2 € R oldugu icin Q #R
oldugunun farkindasinizdir. (Degilseniz, bu konu Unite 6’da ele alinacaktir.)

Say1 dogrusu tizerindeki araliklar1 analiz dersleriden bilirsiniz. Bu ara-
liklar, reel sayilarin kendisi gibi sonsuz elemanli say1 kiimeleridir. Aslinda
a < b koguluyla verilen a,b € R ile bir¢ok aralik olusturulabilir. Bu araliklar
sekilsel olarak a ile b arasindaki koyu renkli dogru parcalariyla temsil edilir.
Araligin u¢ noktasindaki ici dolu daire, o noktanin araliga dahil edildigini
gosterir. Bog bir daire ise araliga dahil edilmeyen u¢ noktasim temsil eder.

Richard Hammack Ispat Yontemleri
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Kapali aralik: [a,b] = {x€eR:a <x < b} . lt’—»
Acik aralik: (a,b) ={xeR:a <x < b} 5 g—»
Yar1 agik aralik: (a,b]={x€R:a <x <b} 3 [3_,
Yar: agik aralik: [a,b) = {x€eR:a <x < b} . g—»
Sonsuz aralik: (a,00) = {x€R:a <x} 3 >
Sonsuz aralik: [a,00) = {x€R:a < x} . >
Sonsuz aralik: (—0o,b) = {x e R:x < b} € g—»
Sonsuz aralik: (—oo,b] = {x e R:x < b} € 2—»

Bu araliklarin her biri, sonsuz ¢oklukta eleman (yani say1) iceren sonsuz

birer kiimedir. Ornegin, uzunlugu kisa olmasina ragmen (1—10, %) araligi
sonsuz ¢oklukta say1 icerir. Bu sayilar 1—10 =0,1ile 12—0 =0,2 arasindaki tiim
sayilaridir. Maalesef (a,b) sembolii, say1 dogrusu tizerindeki bir araligin
yani sira, diizlem tizerindeki bir noktay1 temsil etmek icin de kullanilir.
Bu ikisi arasindaki fark genellikle konu iceriginden anlasilir. Bir sonraki
béliimde (a,b) semboliine baska bir anlam daha yiikleyecegiz.

Boliim 1.1 Alistirmalar:

A. Asagidaki kiimeleri listeleme yontemini kullanarak yeniden yaziniz.

1. {px—1:x€2z} 9. {xeR:sinmx =0}
2. {8x+2:x€7} 10. {xeR:cosx =1}
3. {xez:-2=<x<T} 11. {x€Z:|x| <5}
4. {xeN:-2<x<7} 12. {xeZ:|2x| <5}
5. {xeR:x%=3} 18. {xeZ:|6x| <5}
6. {xeR:x%=9} 14. {5x:x€Z,|2x| <8}
7. {xER:x2+5x=—6} 15. {5a+2b:a,be 7}
8. {xER:x3+5x2:—6x} 16. {6a+2b:a,b€Z}
B. Asagidaki kiimeleri ortak o6zellik yontemini kullanarak yeniden yaziniz.
17. {2,4,8,16,32,64,...} 23. {3,4,5,6,7,8
18. {0,4,16,36,64,100,...} 24. {-4,-3,-2,-1,0,1,2}
19. {...,-6,-3,0,3,6,9,12,15,...} 25. {...,3,1.3.1,2,48,...}
20. {...,-8,-3,2,7,12,17,...} 26. {...,5,5,3,1,3,9,27,...}
21. {0,1,4,9,16,25,36,...} 27. {...,-n,-2,0,%, 1,3 27,52 ...}
22. {3,6,11,18,27,38,...} 28. {...,-3,-2,0,3,3,93, 129 .}
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C. Asagidaki kardinaliteleri hesaplayiniz.

29. [{{1},{2,{3.4}},2}| 34. |{xeN:x| <10}
30. |{{1,4},a,b,{{3,4}},{a}}] 35. |{xe€Z:x% <10}
31. |{{{1},{2,{3,4}},2}}| 36. |{xeN:x?<10}|
32. |{{{1,4},a,b,{{3,4}},{2}}}| 37. [{xeN:x? <0}

33. |{xeZ:|x| <10} 38. |{xeN:5x <20}

D. Asagida verilen noktalarin kiimesini xy—diizlemi tizerinde ¢iziniz.
39. {(x,y):x€[1,2],y€e[1,2]} 46. {(x,y):x,yeR,x%+y? <1}
40. {(x,y):x€[0,1],y €[1,2]} 47. {(x,y):x,yeR,y=x2 -1}
41. {(x,y):x€[-1,1],y =1} 48. {(x,y):x,yeR,x>1}

42, {(x,y):x=2,y€[0,11} 49. {(x, x+y) xeR,yez}

43. {(x,y):|x| =2,y €[0,11} 50. {(x,% )'xEIRi yeN}

44. {(x,x?:xeR} 51. {(x, y)E[R2 (y—x)(y +x) =0}
45. {(x,y):x,yeR,x%+y2 =1} 52. {(x,y)eR2:(y—x2)(y+x2)=0}

1.2 Kartezyen Carpim

A ve B kiimeleri verilsin. Bu kiimeler “carpilarak” A x B ile gosterilen yeni
bir kiime olusturulabilir. Bu islem, kartezyen carpim olarak adlandirilir.
Bunu anlamak i¢in 6ncelikle siral ikili kavramini bilmek gerekir.

Tanim 1.1 Siral ikili, x ve y gibi iki nesnenin parantez i¢ine alinip
virgiil ile ayrilmasiyla elde edilen (x, y) ifadesidir.

Ornegin (2,4) ve (4,2) birer siral ikilidir. Ayn1 sayilardan olusmalarina
ragmen bu ikililer farklidir ¢iinkii sayilarin siras1 farkhidir. Bu ylizden
(2,4) # (4,2) yazilir. Bu noktada, analiz dersinde yapildig1 gibi, siral ikilile-
rin dizlemdeki noktalar: belirtmek i¢in kullanilabilecegini gorebilirsiniz.
Ancak siral ikililerin kullanim1 sadece bununla sinirh degildir. Siral iki-
lilerin bilesenleri birer say1 olmak zorunda degildir. Ornegin (I, m) sirali
ikilisinin bilesenleri birer harftir; ({2,5},{3,2}) siral ikilisinin bilesenleri
birer kiimedir. Hatta ((2,4),(4,2)) bile bir siral iklidir. Ayrica (2,{1,2,3}) ve
(R,(0,0)) ifadeleri de birer sirali ikilidir. Parantez i¢inde listelenen iki bilesen
daima bir siral ikili belirtir. Artik kartezyen carpimi tanimlayabiliriz.

Tanim 1.2 A ve B kiimelerinin kartezyen carpimi, A xB ile gosterilen
ve A xB={(a,b):a € A,b € B} biciminde tanimlanan bagka bir kiimedir.

Richard Hammack Ispat Yontemleri
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Bu tanima gore A x B kiimesi, bilegenleri A ve B kiimelerinden gelen
siral ikililerin kiimesidir. Ornegin A = {k,1,m} ve B={q,r} ise

AxB={(k,q),(k,r),1,q),Ur),(m,q),(m,r)}

olur. Sekil 1.1’de, A x B i¢in kaba taslak bir diyagramin nasil olusturulacagi
gosterilmistir. 1k 6nce, sanki x ve y—eksenleriymis gibi, A’'nin elemanlar:
yatay; B’nin elemanlar1 diisey olarak siralanir. Daha sonra x siitununa ve y
satirina (x, y) sirali ikilisi gelecek sekilde diyagram doldurulur.

AxB

(k,r) ,r) (m,r)
(k,q) (,q) (m,q)

! m)A

Sekil 1.1: Kartezyen carpim diyagrami

Bagka bir 6rnek olarak {0,1} x {2,1} = {(0,2),(0,1),(1,2),(1,1)} verilebilir.
Gorsel olarak diisiinmek isterseniz, Sekil 1.1’dekine benzer bir diyagram
cizebilirsiniz. Bu tarz diyagramlardaki dikdortgensel dizilim, asagidaki
gozlemi yapma firsati verir.

Gozlem 1.1 Eger A ve B kiimeleri sonlu ise |A x B| =|A|-|B| olur.

Ornek 1.3 Bir zarm alt1 yiiziinden olusan A = {®,0,,6,,69} kiimesi
verilsin. A x A kiimesine ait diyagram asagida verilmistir. Gozlem 1.1’den
(veya dogrudan sayarak) |A x A| =6-6 = 36 oldugu goriilebilir. A x A kiimesi,
bir zar1 art arda iki kez atma deneyinin olas1 sonugclar: olarak diigiintilebilir.
Kartezyen ¢arpimin her bir eleman1 (1. deney sonucu, 2. deney sonucu)
formundadir. Bu tiir yapilar olasilik teorisinde oldukg¢a kullanighdir.

A —~ ~N AxA
(6 O,6) (3,6 ((,6) @,6) @3,6
@5 @O, @) @) @G, @3,6D
B8] @, @O0 @&, @0 (3,60 @,
55 @, @, @,6) @6 @,6) @3,
I @, @0 @&, @0 @&,0 @3,
E]) \(B,El) @) @&, @6 @&,6 (,E]))

(0 80 @ B )A
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Hepiniz, R xR = {(x,y) : x,y € R} kiimesini az ¢ok bilirsiniz. Bu kiime,
Sekil 1.2(a)'da oldugu gibi kartezyen diizlemdeki biitiin noktalarin kii-
mesi olarak goriilebilir. R x N = {(x,y): x € R,y € N} kiimesi, y—koordinat1 bir
dogal say1 olan noktalarin kiimesidir. Sekil 1.2(b)’de gosterilen bu kiime,
x—eksinine olan uzaklig: birer dogal say1 olan sonsuz sayidaki yatay dog-
rulardan olusur. N x N ise koordinatlar1 birer dogal say1 olan noktalarin
kiimesidir. Bu kiime, Sekil 1.2(c)’de gosterildigi gibi, birinci bélgedeki bir
1zgaranin koselerine yerlestirilmis noktalarin kiimesine benzer.

y y y
‘ x x ‘......x
l R xR Rx N l N x N

(a) (b) (e)

Sekil 1.2: Cesitli kartezyen carpim kiimeleri

Kartezyen carpimi alinan kiimelerden birisi, kendi basina bir kartezyen
¢arpim olabilir. Ornegin, R x (N x Z) = {(x,(y,2)) : x € R,(y,2) N x Z}.

Sirali ikililerin 6tesine gecgerek, li¢ ya da daha fazla kiimenin kartezyen
carpimini alabiliriz. Siral: ticlii, (x,y,z) seklindeki bir listedir. Ornegin R,
N ve Z kiimeleri i¢in RxNx Z = {(x,y,2) :x € R, y € N, z € Z} olur. Bu tanim
sirali iiglilerde sonlandirmak i¢in herhangi bir neden yoktur. Genellersek,

Al xAgx---xA, ={(x1,x2,...,xn):heri=1,2,...,n icin x; €Ai}.

Parantez kullanimina dikkat edilmelidir. Ornegin R x (N x Z) ve R x N x Z
arasinda kiiciik bir fark vardir. Ilk kiime, iki tane kiimenin kartezyen
carpimidir ve elemanlari (x,(y,z)) formundaki sirali ikililerdir. Ikinci kiime,
ii¢ tane kiimenin kartezyen ¢carpimdir ve elemanlari (x, y, z) siral ti¢lilleridir.
Bircok durumda (x,(y,z)) ve (x,y,z) gibi ifadeler arasindaki ayrimi gézardi
etmenin bir sakincas: yoktur. Simdilik onlarin farkl olduklarini diigiinelim.

Pozitif bir n tamsayisi verilsin. Bir A kiimesinin kartezyen kuvveti

A" =AxAx--xA={(x1,%2,...,%,) : X1,%2,...,%, € A}

olarak tanimlanir. Bu tanima gore; asina oldugumuz diizlem R2, ii¢ boyutlu
uzay ise R olur. 72 = {(m,n) : m,n € Z} kiimesi, R? diizlemideki bir 1zgaranin
koselerine yerlestirilmis noktalarin kiimesidir. Z3 = {(m,n,p): m,n,p € 7}
ise R? uzayin kaplayan 3—-boyutlu sonsuz 1zgaranin kése noktalaridir.
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Kartezyen Carpim 11

Diger derslerde, R” kiimesine ¢ok benzeyen ancak biraz daha farkl
anlama sahip kiimelerle karsilagabilirsiniz. Ornegin, bilegsenleri reel sayilar
olan iki-carpi-ii¢ tipindeki biitiin matrislerin kiimesini goz 6niine alalim:

M={[%y%]:u,v,w,x,y,z€R}.
Bu kiime gercekten de asagida verilen R® kiimesinden cok farkl degildir:
R6 = {(u,v,w,x,y,z) TUL,U,W,X,Y,Z € IR}.
Bu iki kiimenin elemanlari, alt1 tane sayinin farkli bicimde dizilmelerinden
olusur. Bu benzerlige ragmen M # RS yani iki-carpi-iic tipindeki matrislerin
sirali altililardan farkh oldugunu kabul edecegiz.

Ornek 1.4 Bir madeni paranin iki yiiziinii S = {Y,T} ile temsil edelim.
Bu paray yedi defa art arda atma deneyinin olasi sonuclar1 S” kartezyen
carpim kiimesi ile temsil edilebilir. Aslinda S” kiimesinin tipik bir elemam

(Y,Y,T,Y,T,T,T)
formundadir. Bu deneyde; madeni para sirasiyla yazi, yazi, tura, yazi, tura,

tura, tura gelmistir. Dikkat edilirse |S”| = 27 = 128 oldugu icin 128 tane olas1
sonuc vardir. Bu ¢ok acik degilse Unite 3’te uzun uzadiya aciklanacaktir.

Boliim 1.2 Alistirmalar:

A. Asagida belirtilen kiimeleri listeleme yontemiyle yaziniz.
1. A={1,23,4} ve B={a,c} olsun.

(a) AxB () AxA (e) ¢xB (&) Ax(BxB)
(b) BxA (d) BxB () (AxB)xB  (h) B®
2. A={n,e,0} ve B={0,1} olsun.
(a) AxB () AxA (e) Axg (g) Ax(BxB)
(b) BxA (d) BxB ® (AxB)xB (h) AxBxB
3. {xeR:x%2=2}x{a,c,e} 6. {reR:x?=ux}x{xeN:x?=x}

4. {nez:2<n<5}x{nez:n|=5} 7. {8}x{0,2}x{0,1}
5. {reR:x2=2}x{xeR:|x|=2} 8. {o0,1}*

B. Asagidaki kartezyen carpimlar: R? (son ikisini R?) iizerinde ciziniz.

9. {1,2,3}x{-1,0,1} 15. {1} x[0,1]

10. {-1,0,1} x{1,2,3} 16. [0,1]x {1}

11. [0,1]x[0,1] 17. NxZ

12. [-1,11x[1,2] 18. ZxZ

13. {1,1.5,2} x[1,2] 19. [0,11x[0,1]x[0,1]

14. [1,2]1x{1,1.5,2} 20. {(x,y)eR?:x%+y% <1} x[0,1]
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1.3 Altkiumeler

Bir A kiimesindeki her eleman, bagka bir B kiimesine ait olabilir. Ornegin
A ={0,2,4} kiimesinin her elemam B = {0,1,2,3,4} kiimesinin de elemanidur.
A ile B bu sekilde iligkilendirildiginde A kiimesine B’nin bir altkiimesi denir.

Tanim 1.3 A ve B iki kiime olsun. Eger A’'nin her eleman1 B’nin de bir
elemani ise A kiimesi B’nin bir altkiimesidir deriz ve A < B yazariz.
Eger A kiimesi B’nin bir altkiimesi degil yani A’nin baz1 elemanlar1 B’ye
ait degil ise A € B yazariz. Boylelikle A ¢ B ifadesi, A’da olan ama B’de
olmayan en az bir elemanin var olmasi1 anlamina gelir.

Ornek 1.5 Asagidakilerin nicin dogru oldugunu anladiginiza emin olunuz.
1. {2,3,7/<1{2,3,4,5,6,7}

2. {2,3,7}2{2,4,5,6,7}

3. {2,3,71<{2,3,7}

4. {(x,sin(x)) : x € R} < R?

5. {1,3,5,7,11,13,17,...} cN
6. NcZcQcR

7. RxNcRxR

8. Her A kiimesi icin A< A.
9. ¢9co

Bu noktada, olduk¢a 6nemli bir gozlem yapabiliriz: B hangi kiime olursa
olsun @ < B olur. Bunun neden dogru oldugunu gérmek icin Tanim 1.3’in
son ciimlesine bakalim: @ ¢ B ifadesi, @’de olan ancak B’de olmayan en az bir
elemanin var olmas1 anlamina gelir. Fakat béyle bir sey olamaz ¢iinkii @ hic
eleman icermez! O halde ¢ ¢ B ifadesi dogru degildir. Yani ¢ < B olmalidir.

Gozlem 1.2 Bos kiime her kiimenin altkiimesidir. Bir bagka deyisle,
her B kiimesi i¢in @ < B olur.

Buna bagka bir acidan géyle bakabiliriz. B’nin bir altkiimesini; {} stslia
parantezlerini alip, bunun i¢ini B’den secilen elemanlarla doldurdugumuz
bir kutu olarak diigiinelim. Ornegin B = {a,b,c} olsun. Eger {} ile baslar ve
bunun i¢inine b ve ¢ elemanlarini koyarsak {b,c} altkiimesini olustururuz.
Alternatif olarak sadece a elemanimi koyarsak {a} altkiimesini olusturur
ve benzeri sekilde devam edebiliriz. Buradaki seceneklerden biri de B’den
hi¢bir eleman koymamaktir. Bu bizi {} altkiimesi ile bag basa birakir. Yani
{} =B olur. Genel olarak bunu ¢ < B seklinde yazariz.
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Altkiimeleri bu sekilde “olusturma” yontemi, bir kiimenin bitiin altkii-
melerini listelemek i¢in kullanilabilir. Ornegin B = {a,b,c} kiimesinin tiim
altkiimelerini yazalim. Bunun i¢in agaca benzeyen bir yap1 olusturabiliriz.
Sekil 1.3’iin en solunda gosterildigi gibi {} ile baslayalim. B’den a elemanim
secelim. Bu elemani {}’ye dahil edebiliriz veya etmeyebiliriz. Yapacagimiz se-
cime gore, {}’den baslayan dogrular {} veya {a} kiimesini isaret eder. Simdi
b elemanina gecelim. Bu elemani biraz 6nce olugturdugumuz kiimelere da-
hil edebiliriz veya etmeyebiliriz. Diyagram tizerindeki dogrular, yapilacak
secime gore {}, {b}, {a} veya {a,b} kiimelerini isaret eder. Son olarak, bu kii-
melere ¢ elemanini dahil edebiliriz veya etmeyebiliriz. Béylece diyagramin
en saginda yer alan {}, {c}, {6}, {b,c}, {a}, {a,c}, {a,b} ve {a,b,c} kiimelerini
elde ederiz. Bunlar, B = {a,b,c} kiimesinin sekiz adet altkiimesidir.

Kumeye a dahil Kumeye b dahil  Kiimeye ¢ dahil
edilsin mi? edilsin mi? edilsin mi?

__Haywr — {}
—

Hayir - Evet — {c}

R ?

" T Evet e — 16}
veb __ Hayir

Hayir ' b

/ :

{}\

Bt — e}

: / Ha.ylr - {a}
Evet P {a _
~ B Ha.y1r E\:Iet —_ {a,c}

Evet - ~ Haylr - {a’b}

~ Evet — {a,b,c}
Sekil 1.3: Altkiimeleri listelemek i¢in kullanilan bir “agac”

Bu agacin dallanma bi¢iminden goriilecegi iizere eger B = {a} olsayd1 B
kiimesinin sadece iki tane altkiimesi olurdu ki bunlar diyagramin ikinci
situnundaki altkiimelerdir. Eger B = {a,b} olsayd1 B kiimesinin dért tane
altkiimesi olurdu ki bunlar diyagramin ti¢iincii siitunundaki altkiimelerdir.
Dikkat edilirse agac her dal verdiginde altkiimelerin sayis1 iki katina ¢ikar.
Sonug olarak |B| =n ise B kiimesinin 2" tane altkiimesi olmalidir.

Gozlem 1.3 Eger sonlu bir kiimenin »n tane elmani var ise o kiimenin
2" tane altkimesi vardir.
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Biraz daha karmagik bir 6rnek i¢in B = {1,2,{1,3}} kiimesinin tiim altkii-
melerini listeleyelim. Bu kiimenin ¢ tane elemam vardir: 1, 2 ve {1,3}. Bu
noktada, altkiimeleri yazmak i¢in bir agag ¢izmek bile gerekmez. Elemanlar
arasindan olas1 tiim secimleri yapar ve bunlar siislii parantez icine alirsak

i 115 {2h {134 {1.2) {1,{L,3}}, {2,{1,3}}, {1,2,{1,3}}

kiimelerini elde ederiz. Bu sekiz kiime, B'nin tiim altkiimeleridir. Bu tip
alistirmalar, bir altkiimenin ne olup ne olmadigini anlamaniza yardim eder.
Ornegin hemen farkina varacaginiz iizere {1,3} kiimesi B’nin bir altkii-
mesi degildir ¢iinki 3 tamsayis1 B kiimesine ait degildir. Bu nedenle B’den
elemanlar secilerek bu kiime olusturulamaz. Oysaki, {1,3} ¢ B olmasina
ragmen {1,3} € B ifadesi dogrudur. Ayrica {{1,3}} < B oldugu goriilebilir.

Ornek 1.6 Asagidaki 6nermelerin nicin dogru olduklarin anladigimizdan
emin olunuz. Bunlarin her biri, kiimeler teorisinin su ana kadar 6grendigi-
niz bir kismiyla ilgilidir.

1. 1e{t,{1}}....cciian. 1 tamsayisy, {1,{1}}'de listelenen ilk elemandir.

1L {1} cinkii 1 kiime degildir.
3. {te{r{1}}..ciiiiii. {1} elemanu, {1,{1}}’de listelenen ikinci elemandar.
4. {1}<{r,{1}}........ {1,{1}}’den 1 elemam secilip {1} altkiimesi olusturulur.
5 {{iffe{t{1}}........... 1 ve {1} elemanlar: {1,{1}}’dedir ama {{1}} degildir.
6. {{ippe{r{1}}......... {1,{1}}’den {1} secilerek {{1}} altkiimesi olusturulur.
7. NéN..........oo.. N bir kiimedir (say1 degildir) ve sadece sayilar icerir.
8. NCEN ..o cliinkii her X kiimesi X < X sartin1 saglar.
9. PEN....o ciinkii N sadece sayilari icerir, kiimeleri icermez.
10 @SN ctiinkii bos kiime her kiimenin bir altkiimesidir.
11 Ne{Np...oooo ciinkii {N}, sadece N elemanindan olusan kiimedir.
120 Ng{N} ..o cinkii, 6rnegin, 1 €N fakat 1 ¢ {N} olur.
13 @e{Np..oo {N} kiimesinin tek eleman N'dir ve N # ¢’dir.
14, g{Np...oo c¢iinkii bos kiime her kiimenin bir altkiimesidir.
15. ge{ad,N}ooooiiiiiii . {®,N} kiimesinde listelenen ilk eleman @’dir.
16. @ <{B,N}...ooiiian, ciinkii bos kiime her kiimenin bir altkiimesidir.
17 (Nfe{a, N} {®,N}’den N secilerek {N} altkiimesi olusturulur.
18. NIz @ AN oo cinkii N ¢ {@, {N}}’dir.
19. {(Nfef{o, {N}}........... {®,{N}} kiimesinde listelenen ikinci eleman {N}'dir.

20. {(1,2),(2,2),(7,D} =N xN....(1,2),(2,2),(7,1) elemanlarinin hepsi N x N'dedir.

Altkiime kavramini anlamaniza yardimei olan yukaridaki 6rnekler biraz
yapaydir. Genellikle altkiimeler dogal bir sekilde ortaya cikar. Ornegin
C = {(x,y) e R? : 22 + y% = 1} birim ¢emberini géz oniine alalim. Bu kiime, R?
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diizleminin bir altkiimesidir. Benzer sekilde bir y = f(x) fonksiyonunun
grafigi, G = {(x,f(x)): x € R} ile verilen noktalar kiimesidir ve G < R? olur. C
ve G gibi kiimeler, R?’nin birer altkiimesi olarak diisiiniildiigii zaman daha
kolay anlagilir veya zihinde canlandirilir. Matematik, bir kiimeyi baska bir
kiimenin altkiimesi olarak géormenin énemli oldugu érneklerle doludur.

Bolim 1.3 Alistirmalar:

A. Asagidaki kiimelerin tiim altkiimelerini yaziniz.

1. {1,2,3,4} 5. {¢}
2. {1,2,¢} 6. {R,Q,N}
3. {®)} 7. {®IQN}
4. ¢ 8. {{0,1},{0,1,{2}},{o}}
B. Asagidaki kiimeleri listeleme yontemiyle ifade ediniz.
9. {X:Xc<{3,2,a}velX|=2} 11. {X:X <{3,2,a} ve |X|=4}
10. {Xc=N:|X|=<1} 12. {X:X <{3,2,a} ve |X|=1}
C. Asagidaki ifadeler dogru mudur yoksa yanlis midir? Agiklayimiz.
13. R3cR? 15. {(x,y):x—lZO}Q{(x,y):x2—x:O}
14. RZcRr3 16. {(x,y):x®2-x=0} c{(x,y):x-1=0}

1.4 Kuvvet Kumesi

Yeni bir kiime olusturma yontemlerinden biri de kuvvet kiimesi iglemidir.

Tanim 1.4 Bir A kiimesinin kuvvet kiimesi, 2(A) ile gosterilen ve
A’nin tim altkimelerinin kiimesi olarak tanimlanan bagka bir kiimedir.
Sembolik olarak 2(A)={X : X c A} yazilir.

Ornegin A = {1,2,3} olsun. A kiimesinin kuvvet kiimesi, A'nin tiim altkii-
melerinin kiimesidir. Onceki béliimde bu altkiimelerin nasil bulunacagini
ogrendik. Bunlar {}, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3} ve {1,2,3} kiimeleridir.
Buna gore A’nin kuvvet kiimesini yazabiliriz:

2@ ={s, {1}, {2}, {3}, {12}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}.

Onceki boliimde gordiigiimiiz tizere n tane elemani olan sonlu bir kiime-
nin 2" altkiimesi vardir. Bu nedenle kuvvet kiimesinin 2" eleman1 vardir.

Gozlem 1.4 Eger A kiimesi sonlu ise |22(A)| = 24! olur.
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Ornek 1.7 Asagdaki ifadeleri inceleyiniz ve cevaplarin nasil elde edil-
digini anladiginizdan emin olunuz. Her durumda |22(A)| = 214! esitliginin
dogru olduguna 6zellikle dikkat ediniz.

1. 2({0,1,3})={s. {0}, {1}, {3}, 0,1}, 0,3}, {13}, {0,1,3}}
2. 2({12})={s, {1} {2}, {1.2}}

3. 2({1if)={e {1}}

4. 2(p)={9o}

5. 2({a})={2,{a}}

6. 2({g})={2.{2}}

7. 2({a}) x2({2}) ={(®,9), (2.{2}), ({a}. 2), ({a}.{2})}

8. 2(2({e})={2. {2}, {{o}}. {2, {2}}}

9. 2({L{nz}})={e {1}, {{1.2}}, {1.{1.2}}}

10. 2({z,N}) = {9, {z}, {N}, {z,N}}

Siradaki onermeler yanlistir. Bunlarin neden yanlis oldugunu belirlemeye
calisarak sag taraftaki aciklamalar: anladiginizdan emin olunuz.

11, M) ={@,{1}}..ceeeiiii, anlamsizdir ¢iinkii 1 kiime degildir.
12. 2({1,{1,2}}) ={@, {1}, {1,.2}, {1,{1,2}}}...... yanhstir ¢iinkii {1,2} ¢ {1,{1,2}}.
13. 2({1,{1,2}}) ={o, {{1}}, {{1,2}}, {®,{1,2}} }...yanhstir ciinkii {{1}} 2 {1,{1,2}}.

Eger A sonlu ise, yukarida yapildig1 gibi, 22(A) kiimesini listelemek
miimkindir (ancak bu pratik olmayabilir). Eger A sonsuz ise bu miimkiin
degildir. Ornegin 2(N) kiimesini ele alalim. Bu kiimenin elemanlarini yaz-
maya basgladiginizda N kiimesinin sonsuz sayida altkiimeye sahip oldugunu
cok hizli bir sekilde gorebilirsiniz. Ancak bu altkiimelerin hangi oriintiiye
gore siralanacagi (ya da bunun miimkiin olup olmadigi) belli degildir:

PN) ={p,{1},{2},...,11,2},{1,3},...,{39,47},
...,{3,87,131},...,{2,4,6,8},...2...}.

2(R?) ise olduk¢a karmasiktir. Bunu gérmek i¢in R? = {(x,y) : x,y € R}
kiimesini, kartezyen diizlemdeki tiim noktalarin kiimesi olarak diistinelim.
Diizlem iizerindeki belirli noktalarin kiimesi, R?’nin bir altkiimesidir. (Yani
Z2R%)nin bir elemandir.) Bunlardan bazilarina bakalim. {(1,2),(1,1)} < R?
oldugu i¢in {(1,2),(1,1)} € 22(R?) olur. Sekil 1.4(a)ydaki gibi bu altkiimenin
seklini bile ¢izebiliriz. Bagka bir 6rnek olarak G = {(x,x?): x € R} kiimesini
yani y = x2 fonksiyonunun grafigini ele alalim. Bu da R?nin bir altkiimesidir.
Yani G € 2(R?) olur. Sekil 1.4(b), bu kiimeyi gosterir. Bu is herhangi bir fonk-
siyon i¢in yapilabilir. O halde akla gelebilecek her f : R — R fonksiyonunun
grafigi, 2(R?ynin bir elemanidir.
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Yy . Yy y

| . SON|SUZ
I
(a) (b) (c)

Sekil 1.4: Cok ama cok elemana sahip 22(R?) kiimesinin ii¢ eleman1

Ashinda, diizlemdeki siyah-beyaz herhangi bir resim R?’nin bir altkiimesi
olarak diistiniilebilir. Buradaki siyah noktalar altkiimeye dahildir fakat
beyaz noktalar dahil degildir. Dolayisiyla Sekil 1.4(c)’de verilen “SONSUZ”
yazisi da R?nin bir altkiimesidir ve bu nedenle 2(R?)nin bir elemanidir.
Aymn1 sebepten dolay1r 22(R?) su an okudugunuz sayfanin bir kopyasin icerir.

Akla gelebilecek her fonksiyonu ve her siyah-beyaz resmi icermenin
yani sira 22(R?); su ana kadar yazilmis olan, yazilacak olan ve hichir zaman
yazilmayacak olan kitaplar: icerir. 22(R?) kiimesinin icinde, hayatinizin
basindan sonuna kadar, sizin ve heniiz daha dogmamis torunlarinizin
detayl1 biyografileri bulunmaktadir. Sadece bes tane sembol kullanilarak
yazilan 2(R?)'nin akil almaz biiyiikliikte bir kiimeyi ifade etmesi sasirticidir.

Odev: 2(2(R2)) kiimesini hayal ediniz.

Boliim 1.4 Alistirmalar:

A. Asagidaki kiimeleri listeleme ytintemiyle yaziniz.

L 2({{a,b},{c}}) 2 ({a,6p x 2({0,1})
2. #({1,2,3,4) ({12} x {3))
3. 2({{o}.5) 9. @({a,b} fo})
4. 2({R,Q}) 0. {Xe({1,2,3D):1X| =<1}
5. 2(2({2})) 1. {Xc2({1,2,3}):1X|=<1}
6. 2({1,2})x22({3}) 12. {Xe2({1,2,3}):2e X}
B. Kabul edelim ki |A| =m ve |B| = n olsun. Asagidaki kardinaliteleri hesaplayiniz.
13. |2(2(2(A))) 17. {X e 2(A):|X| <1}
14. |2(2(A))] 18. |22(A x 2(B))|
15. |22(A x B)| 19. |2(P (P (A x p)))|
16. |2(A) x 2(B)| 20. |{X c2(A):1X| <1}
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1.5 Birlesim, Kesisim, Fark

Sayilar; toplama, cikarma ve ¢carpma gibi islemlere tabi tutularak bagka
sayilar elde edilir. Benzer gekilde kiimelere uygulanabilecek cesitli igslemler
vardir. Ornegin (Béliim 1.2’de tanimli) kartezyen carpim islemi bunlardan
biridir. Herhangi A ve B kiimelerinin kartezyen carpimi alinarak A x B ile
gosterilen yeni bir kiime elde edilir. Simdi kiimeler tizerinde tanimlanan
birlesim, kesisim ve fark iglemlerini verelim.

Tanim 1.5 A ve B iki kiime olsun.
A ve B kiimelerinin birlesimi, AUB = {x:x € A veya x € B} kiimesidir.
A ve B kiimelerinin kesisimi, AnB = {x:x € A ve x € B} kiimesidir.
A kiimesinin B kiimesinden farki, A -B = {x:x € A ve x ¢ B} kiimesidir.

Sozel olarak ifade edelim: A’da veya B’de (ya da her ikisinde) olan tiim
nesnelerin kiimesi AuB’dir. Hem A’da hem B’de olan tiim nesnelerin kiimesi
A nB’dir. A’da olup B’de olmayan tiim nesnelerin kiimesi ise A — B’dir.

Ornek 1.8 A={a,b,c,d,e}, B={d,e,f} ve C={1,2,3} olsun.
1. AuB={a,b,c,d,e,f}

AnNB= {d,e}
A-B={a,b,c}
B-a-ir}

(A-B)uB-A4)={a,b,c,f}
AUC={a,b,c,d,e,1,2,3}

AnC=9¢

A-C={a,b,c,d,e}

(AnC)u(A-C)={a,b,c,d,e}

10 (AnB)xB={(d,d),(d,e),(d,[),(e,d),(e,e),(e, f)}

11. (AxC)n(BxC)={(d,1),(d,2),(d,3),(e,1),(e,2),(e,3)}

© X N0 o W

Asagida 12—15 arasindaki 6rnekler, Boliim 1.1°de verilen aralik notasyonunu
kullanir. Buna gore 6rnegin [2,5] = {x e R: 2 < x <5} vb. olur. Bunlar1 say1
dogrusu tlizerinde ¢izmek, onlar1 anlamaniza yardimei olabilir.

12. [2,5]ul3,6]=[2,6]

13. [2,5]n[3,6]=13,5]

14 [2,5]-1[3,6]1=12,3)

15. 10,31-11,2]1=[0,1)uU(2,3]

Gortlecegi tizere herhangi iki X ve Y kiimesi i¢in X uY =Y uX ve
XnY =Y nX ifadeleri daima dogrudur ama genel olarak X -Y #Y — X olur.
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Ornek 1.9 A = {(x,x?):x € R} ve B = {(x,x +2) : x € R} kiimeleri sirasiyla
y =x2 ve y = x + 2 fonksiyonlarinin grafikleridir. R? diizleminin birer altkii-
mesi olan bu kiimeler Sekil 1.5(a)’da aynm1 anda c¢izilmigtir. Sekil 1.5(b), gra-
fiklerin biri (ya da her ikisi) tizerindeki tiim (x, y) noktalarindan olusan AuB
kiimesini gosterir. Sekil 1.5(c)'de gosterildigi tizere A NB = {(-1,1),(2,4)} kii-
mesi, grafiklerin kesistigi iki noktadan olusur. Sekil 1.5(d), A kiimesinden B
ile kesistigi noktalarin “gikarilmasiyla” elde edilen A — B kiimesini gosterir.
Ortak ozellik yontemi kullanilarak AuB = {(x,y) :x € R,y =x? veya y = x + 2}
ve A—B={(x,x%):x e R-{-1,2}} yazilabilir.

AUB
AnB

(a) (b) (c) (d)

Sekil 1.5: A kiimesinin B kiimesi ile birlesimi, kesisimi ve fark:

Boliim 1.5 Alistirmalar:

1. A=1{4,3,6,7,1,9}, B={5,6,8,4} ve C = {5,8,4} olsun. Asagidaki kiimeleri bulunuz.

(a) AuB d) A-C (g) BnC
(b) AnB (e) B-A (h) BuC
(¢c) A-B ® AncC (i) C-B

2. A={0,2,4,6,8}, B={1,3,5,7} ve C = {2,8,4} olsun. Asagidaki kiimeleri bulunuz.
(a) AuB d A-C (g) BnC
(b) ANB (e) B-A th) C-A
(¢c) A-B ® AncC i) C-B

3. A={0,1} ve B ={1,2} olsun. Asagidaki kiimeleri bulunuz.
(a) (AxB)n(BxB) (d) (AnB)xA (g) 2(A)-»(B)
(b) (AxB)u(BxB) (e) (AxB)nB (h) #(AnB)
(¢) (AxB)-(BxB) ®) 22A)nZ2(B) (i) 2(AxB)

4. A={b,c,d} ve B ={a,b} olsun. Asagidaki kiimeleri bulunuz.
(a) (AxB)n(BxB) (d) (AnB)xA (g) #A)-2(B)
(b) (AxB)u(BxB) (e) (AxB)nB (h) 2(AnB)
(e) (AxB)-(BxB) ) PA)NP(B) (1) 2(A)xPB)
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5. X =[1,3]1x[1,3]1ve Y =[2,4]x[2,4] kiimelerini R? {izerinde ¢iziniz. Farkl bir grafik
tzerinde XuUY,XnY, X -Y ve Y — X kiimelerini tarayiniz. (Yol gosterme: X ve Y
kiimeleri, araliklarin kartezyen ¢arpimidir. Boliim 1.2°deki aligtirmalara bir g6z
atip [1,3]1x[1,3] gibi kiimelerin nasil ¢izildigini tekrar etmek fayadali olabilir.)

6. X =[-1,31x[0,2] ve Y =[0,3]x[1,4] kiimelerini R? iizerinde ciziniz. Farkl bir
grafik lizerinde X uY, XNY, X -Y ve Y — X kiimelerini tarayiniz.

7. X ={x,y)eR?:x2+y% <1} ve Y = {(x,y) € R? : x > 0} kiimelerini R? iizerinde ¢iziniz.
Farkli bir grafik tizerinde X uY, X nY, X -Y ve Y — X kiimelerini tarayiniz.

8. X={xyeR?:x?2+y? <1} ve Y = {(x,y) e R?: -1 < y < 0} kiimelerini R? iizerinde
ciziniz. Farkl bir grafik tizerinde XuY, XnY, X-Y ve Y - X kiimelerini tarayiniz.

9. RxZ)N(ZxR)=7ZxZ ifadesi dogru mudur? (RxZ)u(Z xR) =R xR i¢in ne dersiniz?

10. (R-2)xN=(RxN)-(Z xN) ifadesi dogru mudur yoksa yanlhs midir? Aciklayiniz.

1.6 Tumleyen

Kiimeler tizerinde, tiimleyen adi verilen baska bir islem daha tanimlayalim.
Bu tanim, birazdan agiklayacagimiz evrensel kiime kavramina dayanir.

Bir kiime tizerinde ¢alisirken, neredeyse her zaman onu daha biiyuk
bir kiimenin altkiimesi olarak gériiriiz. Ornegin P = {2,3,5,7,11,13,...} asal
sayilar kiimesini ele alalim. Eger bizden P’de olmayan bazi nesneleri soy-
lememiz istenseydi cevap olarak 4, 6 veya 423 gibi baz1 bilesik sayilar:
verebilirdik. Vladimir Putin P’de degildir diye bir cevab1 muhtemelen ver-
mezdik. Gerc¢ekten de Vladimir Putin bu kiimede degilir ancak o bir asal
sayinin ne olup olmadig: tartismasinin tamamen disindadir. Aslinda burada
belirtilmemig olsa da

PcN

varsayimi yapilir ¢iinkii asal sayilaridan s6z edebilmek i¢in en dogal ortami
N sunar. Bu acidan baktigimizda P’de olmayan herhangi bir nesne N'de
olmalidir. Burada, biiyiik olan N kiimesine P’nin evrensel kiimesi denir.

Matematikte, ise yarar olan her kiimenin dogal bir evrensel kiimesinin
var oldugu kabul edilir. Ornegin C = {(x,y) € R? : 2 + y = 1} birim ¢emberini
diisiinelim. Bu kiimenin tiim elemanlar1 R? diizlemi iizerindedir. Dogal
olarak, R? diizlemini C kiimesinin evrensel kiimesi olarak diisiinebiliriz.
Ozellikle belirtilmedigi siirece, bir A kiimesinin evrensel kiimesi E ile
gosterilir. Artik tiimleyen islemini tanimlayabiliriz.

Tanim 1.6 Evrensel kiimesi E olan bir A kiimesi verilsin. A kiimesinin
timleyeni A ile gosterilir ve A = E — A olarak tanimlanir.
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Ornek 1.10 Eger asal sayilarin kiimesi P ile gésterilirse
P=N-P={1,4,6,8,9,10,12,...}

olur. Buna gore P kiimesi, bilesik sayilar ile 1’den olusur.

Ornek 1.11 A = {(x,x?) : x € R} kiimesi y = x? fonksiyonunun grafigidir.
Sekil 1.6(a), A kiimesini kendi evrensel kiimesi olan R? diizlemi iizerinde
gosterir. Dikkat edilirse A kiimesinin tiimleyeni, Sekil 1.6(b)’de taranarak
verilen A = R% - A = {(x,y) e R? : y # 2} kiimesidir.

A

2|

(a) (b)

Sekil 1.6: Bir kiime ve timleyeni

Boliim 1.6 Alistirmalar:

1. A=1{4,3,6,7,1,9} ve B = {5,6,8,4} kiimelerinin evrensel kiimesi E = {0,1,2,...,10}
olsun. Asagidaki kiimeleri bulunuz.

(@ A (d) AuA (g) A-B
(b) B (e) A-A (h) AnB
() AnA f) A-B (i) AnB

2. A =1{0,2,4,6,8} ve B ={1,3,5,7} kiimelerinin evrensel kiimesi E = {0,1,2,...,8}
olsun. Asagidaki kiimeleri bulunuz.

@ A (d) AUA (g AnB
(b) B (e) A-A (h) AnB
(c) AnA (f) AuB (i) AxB

3. X =1[1,31x[1,2] kiimesini R? tizerinde ciziniz. Farkl bir grafik iizerinde X ve
X n([0,2]1x[0,3]) kiilmelerini tarayiniz.

4. X =[-1,31x[0,2] kiimesini R? iizerinde ciziniz. Farkl bir grafik iizerinde X ve
X n([-2,4]1 x[-1,3]) kiimelerini tarayiniz.

5. X = {(x,y) e R? : 1 = x? + y% < 4} kiimesini R? {izerinde ¢iziniz. Farkl bir grafik
uzerinde X kiimesini tarayiniz.

6. X ={(x,y) € R?: y <x?} kiimesini R? iizerinde ¢iziniz. X kiimesini tarayinz.
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22 Kiimeler

1.7 Venn Diyagramlari

Kiimeler tizerinde ¢alisirken, sematik diyagramlar kullanmak bazen faydal
olabilir. Bunun i¢in kiimeyi, biitiin elemanlarin1 kapsayan bir daire (veya
oval) ile temsil ederiz. Bu diyagramlar, kiimelerin cesitli islemler altinda
nasil bir araya geldiklerini gosterir. Ornegin A ve B kiimelerinin ortadaki
bélgede ortiistiklerini gosteren Sekil 1.7(a-c)’de AuB, AnB ve A—B kiimeleri
taranmigstir. Kiimelerin bu tir sematik gosterimlerine Venn diyagramlari
denir. Bu diyagramlarin ismi, onlar1 kesfeden Ingiliz mantik bilimcisi John
Venn’den (1834-1923) gelir.

(a) (b) (c)

Sekil 1.7: Iki kiime i¢in Venn diyagramlari

Venn diyagramlarini bir ispatin parcasi olarak kullanmak pek de olas1
degildir. Ancak kiimelerin kombinasyonlarini anlamak, belirli teoremleri
ispatlamak ya da bazi problemleri ¢c6zmek amaciyla stratejiler gelistirmek
icin Venn diyagramlarinin ¢ok kullanigh “araclar” oldugunu goéreceksiniz.
Bu béliimiin geri kalan kisminda, Venn diyagramlarimi kullanarak {i¢ tane
kiimenin u ve n iglemleri altindaki kombinasyonlarin1 arastiracagiz.

Ik 6nce AUBUC ile baslayalim. Birlesim tanimi; bu kiimenin A, B ve C
kiimelerinden birine ya da birden fazlasina ait olan tiim elemanlardan olug-
tugunu soyler. Sekil 1.8(a), bu kiimeye ait Venn diyagramin gosterir. Benzer
sekilde AnBnNC kiimesi; A, B ve C kiimelerinin hepsinde olan tiim eleman-
larin kiimesidir. Her li¢ kiimeye ait olan bolge Sekil 1.8(b)’de taranmagtar.

C C
A B A B
AuBuC AnBnC
(a) (b)

Sekil 1.8: Uc kiime icin Venn diyagramlar:
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Aslinda A nBnC kiimesini, iki adimli (A nB)nC islemi olarak diigiine-
biliriz. A nB kiimesi hem A hem B i¢inde olan ortak bolgeyle temsil edilir.
Bunu C ile kesistirdigimizde Sekil 1.8(b)’de taranan bélgeyi elde ederiz.
Bu, AnBnC =(AnB)NC esitliginin gorsel bir kanitidir. Benzer sekilde
ANBNC=AnBnC)ve AUBUC =(AuB)uC =Au(BuUC) oldugu goriilebilir.

Dikkat edilirse u ve N sembollerinden sadece birini iceren yukaridaki
orneklerde parantezlerin bir 6nemi yoktur. Yani onlar kullanéilmasa da
olur. Bunlar, cebir derslerindeki (a +b)+c=a+(b+c) veya (a-b)-c=a-(b-c)
esitliklerine benzer. Bunlar1 parantez kullanmadan kisaca a + b + ¢ veya
a-b-c biciminde yazariz. Buna karsilik (a + b)-c ile a + (b - ¢) esit olmadig
icin (a + b)- ¢ gibi bir ifadede mutlaka parantez kullanmak gerekir.

Simdi, U ve n iglemlerini ayni1 anda iceren (AuB)NC ve Au(BnC)
kiimelerini anlamak i¢in Venn diyagramlarin1 kullanalim. Sekil 1.9’da
(AUB)NC kiimesine ait Venn diyagraminin nasil cizilecegi gosterilmistir.
Sol taraftaki ¢izimde A uB kimesi yatay cizgilerle, C kiimesi ise dusey
cizgilerle taranmigtir. Buna gore (A uB)nC kiimesi, A uB ile C kiimelerinin
cakistig1 bolgedeki kareli cizgilerle taranan bolgedir. Sag taraftaki ¢izimde,
gereksiz tarali alanlar goz ardi edilerek (A uB)n C kiimesi gosterilmistir.

Sekil 1.9: (A uB)NC kiimesine ait Venn diyagraminin olusturulmasi

Sirada, A u(BnC) kiimesine bakalim. Sekil 1.10’da A kiimesi yatay,
BnC kiimesi ise diisey cizgilerle taranmigtir. Bu iki kiimenin birlesimi olan
A U(BnC)kiumesi, sag taraftaki tarali bolgeyle temsil edilir.

B A B
Sekil 1.10: Au(BnC) kiimesine ait Venn diyagraminin olusturulmasi
Sekil 1.9 ve 1.10’da verilen (AuB)nC ve A U(BnC) kiimelerine ait

diyagramlari karsilastiralim. Bu diyagramlarin farkli olmasi, genel olarak
(AuB)NC # Au(BnC) oldugunu gosterir. Bu nedenle A uBNC gibi bir ifade
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24 Kiimeler

tartismasiz bir sekilde anlamsizdir ¢iinkii bunun (A uB)nC kimesi mi
yoksa A U(BNC) kiimesi mi oldugu belirsizdir. Ozetleyecek olursak, Venn
diyagramlar1 agagidakileri anlamamiza yardimei olur.

Onemli Noktalar:

* Sadece U semboliinii iceren ifadelerde parantez kullanimi istege baghdar.
¢ Sadece n semboliinii iceren ifadelerde parantez kullanimai istege baghdir.
* Hem u hem de n iceren ifadelerde parantez kullanimi1 zorunludur.

Sonraki béliimde, U ve n igslemlerinden sadece birini iceren ifadelere
odaklanacagiz. O ifadelerde parantez kullanmak gerekmeyecektir.

Boliim 1.7 Alistirmalar:

. A kiimesinin evrensel kiimesi E olsun. A kiimesine ait Venn diyagramin ciziniz.
. B— A kiimesine ait Venn diyagramini ¢iziniz.

. (A-B)nC kiimesine ait Venn diyagramini ¢iziniz.

. (AuB)-_C kiimesine ait Venn diyagramini ¢iziniz.

QU i W N -

. AU(BNC)ve (AUB)N(AUC) kiimelerinin Venn diyagramlarini ¢iziniz. Bu ¢izimlere
dayanarak Au(BnC)=(AUB)n(AuUC) olup olmamas: konusunda ne dersiniz?

6. An(BUC)ve (ANB)U(ANC) kiimelerinin Venn diyagramlarini ¢iziniz. Bu ¢izimlere
dayanarak An(BuC)=(AnNB)U(ANC) olup olmamas: konusunda ne dersiniz?

7. Evrensel kiimeleri E olan A ve B kiimeleri verilsin. A nB ve A UB kiimelerinin
Venn diyagramlarini ¢iziniz. Bu ¢izimlere gore A n B = AUB esitligi dogru mudur?
8. Evrensel kiimeleri E olan A ve B kiimeleri verilsin. A UB ve A nB kiimelerinin
Venn diyagramlarini ¢iziniz. Bu ¢izimlere goére A uB = AnB esitligi dogru mudur?

9. (AnB)-C kiimesine ait Venn diyagrama ¢iziniz.

10. (A -B)uC kiimesine ait Venn diyagrami ¢iziniz.

Asagida A, B ve C kiimelerini iceren Venn diyagramlar: verilmistir. Bu diyag-
ramlara kargilik gelen ifadeleri yaziniz.

c c C c
11. @ 12. @ 13. @ 14. @
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1.8 indislenmis Kiimeler

Cok sayida kiime iceren matematik problemlerinde, kiimeleri kolaylikla
akilda tutabilmek i¢in alt indisler kullanilir. Buradan hareketle tii¢ tane
kiimeyi A, B ve C yerine A1, Ay ve Az sembolleri ile gosterebiliriz. Bu tiirdeki
kiimelere indislenmis kiimeler denir.

Her ne kadar birlesim ve kesigim iglemleri iki kiime i¢in tanimlanmaig
olsa da artik bunlar ii¢ veya daha fazla kiimeye zorlanmadan uygulayabil-
meniz gerekir. (Onceki boliimde, ii¢ kiimenin kesigimi ve birlesimi i¢in cizi-
len Venn diyagramlarinmi hatirlayiniz.) Ancak tanimlar1 dikkatlice yapmak
icin biraz vakit ayiralim. A1, Aq,...,A, kiimeleri verildiginde AjUAsU---UA,
kiimesi, A; kiimelerinden en az birinde olan tiim nesnelerden olusur. Ben-
zer sekilde AjnAan---nA, kiimesi, A; kiimelerinin hepsinde ortak olarak
bulunan tiim nesnelerden olusur. Buna gore asagidaki tanimi verebiliriz.

Tanim 1.7 Aq,A,,...,A, kiimeleri verilsin. Buna gore,

AjUAsUA3U--UA, = {x:enazbiri=1,2,...,nicinxecA;},
A1nAanAszn---nA, = {x:heri=12,...,nicinxeA;}.

Kiimelerin sayis1 biiyiik oldugunda, yukaridaki ifadeler karmasik bir
hal alir. Bu diizensizligi agsmak i¢in toplam semboliine benzer bir notasyon
kullanabiliriz. Bilindigi tizere toplam (veya sigma) sembolii, bircok say1
iceren bir toplami gostermek icin kullanilan ¢ok pratik bir notasyondur.
Daha acik bir ifadeyle a1, as, as,...,a, sayilar verildiginde

Y aj=ai+ag+ag+-+a,

i=1
yazilir. Verilen sayilarin sayis1 sonsuz olsa bile bu ifade anlamlidar:
o0
Zai =ai1+tag+tag+---+a;+---
i=1

Simdi kullanacagimiz notasyon buna ¢ok benzer. Verilen A1,As,A3,...,A,
kiimeleri i¢in agagidaki tanim1 yapabiliriz:

n n
JAi=A1UAsUA3U---UA, ve (NAi=A1nAznA3zn---NA,.
i1 i=1

Ornek 1.12 A; ={0,2,5}, Ay ={1,2 5} ve Az = {2,5,7} olsun. Buna gore

UA A1UA2UA3—{O 1,2,5 7} ve ﬂA A10A20A3—{2 5} olur.
i=1 i=1
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26 Kiimeler

Bu notasyon A;,Aq,A3,Ay,... kiimeleri sonsuz sayida olsa bile kullanilir:

JAi=A1UA3UAsU--- = {x:enazbiri=1liginxecA,},
i=1

Ai=AlﬂAgﬂA3|’1'“ = {x:herizliginxeAi}.
i=1

Ornek 1.13 Asagida, sonsuz sayida kiime verilmistir:

A1={-1,0,1}, A2={-2,0,2}, A3={-3,0,3}, ..., A;={-i,0,i}, ...

Dikkat edilirse | JA; =Z ve [) 4; = {0} oldugu goriilebilir.

=1 =1

Bu notasyonun kullanigh bir formu da su sekildedir:

3
Ua: = U A:
i=1

1€{1,2,3}

Bu ifadeden; i =1,2,3 icin A; kiimelerinin birlesimi anlasilir. Benzer sekilde

3 o] o]

ﬂAi = ﬂ Ai, UAi = UAi ve ﬂAi = ﬂAi

i=1 i€{1,2,3) i=1 ieN i=1 ieN
yazilabilir. Burada, i indisi {1,2,3} veya N gibi bir kiimenin eleman: olmak
tizere, A; kiimelerinden olusan bir ailenin birlesimi veya kesisimi alinmak-
tadir. Genellersek, olas1 tiim indislerin kiimesi I ve i € I olmak lizere bu
aileler A; kiimelerinden olusur. I kiimesine indis kiimesi denir.

Burada vurgulamak gerekirse I kiimesi sadece tamsayilardan olusmak
zorunda degildir. (Ornegin harfler veya reel sayilar alt indis olarak kullani-
labilir.) Otomatik bir sekilde i harfini hep bir tamsay olarak diistindiigiimiiz
icin notasyonda ufak bir degisiklige gidelim: I kiimesinin bir elemanini i
ile degil de « ile gosterelim. Boylece a € I olmak tizere A, kiimelerinden
olusan bir aileyi goz oniine alarak ve asagidaki tanimi yapabiliriz.

Tanim 1.8 Bostan farkh bir I indis kiimesi verilsin. Her a € I i¢in bir
A, kiimesi var ise

JAs = {x:enazbir A,icin x€ Ay}

ael

(NAs = {x: her AjicinxeA,}

ael

olarak tanimlanir.
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Ornek 1.14 Bu érnekteki her A, kiimesi R? diizleminin bir altkiimesidir.
Her a sayisi ise I =[0,2] = {x e R: 0 < x < 2} indis kiimesinin bir elemanidur.
Simdi, bir « € I reel sayisina karsilik gelen A, kiimesini A, =[a,2]x[0,a] ile
tanimlayalim. Bu kiime; taban1 x—ekseni tizerindeki [«, 2] aralig1, yiiksekligi
ise a olan bir dikdortgendir. Bunlardan bazilar1 asagida verilmigtir. (Her
bir A, dikdortgenin sol iist kosesi, noktali gizgilerle gésterilen y = x dogrusu
uizerindedir. Fakat bu dogrunun kendisi hicbir kiimeye ait degildir.) Dikkat
edilirse indis kiimesi sadece tamsayilardan olusmaz. Ornegin v2 € I oldugu
icin agagidaki seklin en saginda gosterilen A 5 adinda bir kiime vardir.

2 - 2 - 2 - 2
V2
1 . : 31 R 1 1 1 |
at - A 17 Al Aq A\/§
a i 1 : :
| a 1 2 % 1 2 | 1 2 | 1v2 2

Dikkat edilirse Ay = [0,2]1x[0,0] =[0,2]x {0} kiimesi, x—ekseni tizerindeki
[0,2] arahigidir (yiiksekligi “0” olan dikdértgen). Ag =[2,2]x[0,2] = {2} x[0,2]
kiimesi ise noktal cizgilerle belirtilen tiggenlerin diisey kenaridir.

Simdi, sonsuz ¢oklukta kiimenin birlesimi olan UIACr kiimesine bakalim.

ae

Bu kiime asagida verilen taral tiggendir c¢iinkii bu ilicgen icindeki herhangi
bir (x,y) noktas1 A, kiimesine ve boylece de birlesim kiimesine aittir. (Ucgen
uzerinde olmayan bir nokta, herhangi bir A, kiimesi icinde degildir.)

2

U Aq

ael

! 1 2

Simdi de ﬂIA“ kiimesine bakalim. Dikkat edilirse her bir A, kiimesinin
ae

sag alt kogesi, x—ekseni tizerinde olan (2,0) noktasidir. Buna gore her a € I
icin (2,0) € A, olur. O halde (2,0) noktasi tiim A, kiimelerinin kesigsimindedir.
Ancak (2,0) noktasindan farkli bir (x, y) noktas1 tiim A, kiimelerine ait ola-
maz. Bunun nedeni sudur: x < 2 ise herhangi bir x < @ <2 icin (x,y) ¢ A, olur.
(Kontrol et!) Ayrica x =2 ise her 0 < a < y icin (x,y) ¢ A, olur. Sonuc olarak
A ={(2,0)}
acl

bulunur. Bu kesisim sadece bir elemandan olusur; o da (2,0) elemanidir.
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Ornek 1.15 Bu oérnekte, R? tarafindan indislenen kiimeleri ele alacagiz.
Herhangi bir (a,b) € R? i¢in R? uzayinin bir altkiimesi olan P, ;) kiimesi

P ={(x,y,2) € R3:ax+by= 0}

ile tamimlansin. Kelimelerle ifade edersek herhangi bir (a,b) € R? noktasina
karsilik gelen P, ;) kiimesi, R? uzayinda ax + by = 0 denklemini saglayan
tiim noktalarin kiimesidir. Daha onceki matematik derslerinden bildiginiz
iizere bu noktalarin kiimesi R? uzayinda bir diizlem belirtir. O halde P, p)
kiimesi R%’te bir diizlemdir. Ustelik z—ekseni iizerindeki her (0,0, z) noktasi
ax+by =0 denklemini saglar. Bu nedenle her P, ;) kiimesi z—eksenini icerir.

Sekil 1.11’nin sol tarafinda P g = {(x,y,2) € R? : x + 2y = 0} kiimesi veril-
mistir. Bu kiime, xy—diizlemini x+2y = 0 dogrusunda kesen diisey diizlemdir.

Sekil 1.11: P, ) kiimeleri z—eksenini iceren diisey diizlemlerdir

Orijinden farkl bir (a,b) € R? noktasina karsilik gelen P, ;) kiimesini,
xy—dizlemini ax + by = 0 dogrusunda kesen diisey diizlem olarak diisiinebi-
liriz. Sekil 1.11’nin saginda birkag P, ) kiimesi gosterilmistir. Buna gore
herhangi iki diizlem, z—ekseni boyunca kesisir. Ustelik z—ekseni her P(, )
kiimesinin bir altkiimesi oldugu i¢in asagidaki esitligin dogrulugu agiktir:

( Puwp =1{0,0,2):z € R} =“z—ekseni”
(a,b)eR?

Simdi bu kiimelerin birlesimine bakalim. Verilen bir (a, b, ¢) € R? noktas1
P(_p ) kiimesine aittir ¢iinkii (x, y,2) = (a, b, ¢) noktas1 —bx+ay = 0 denklemini
saglar. (Aslinda her (a,b,c) noktas1 P(g ) = R? kiimesine aittir. Bu kiimenin
ozelligi, bir diizlem olmayan tek P, ;) kiimesi olmasidir.) O halde R%teki
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herhangi bir nokta, bir P, ) kiimesinin bir elemanidir. Boylelikle,

U Pay=R.
(a,b)eR?

Boliim 1.8 Alistirmalar:
1. Ai={a,b,d,e,g,f}, A2 ={a,b,c,d}, A3 =1{b,d,a} ve As = {a,b,h} kiimeleri verilsin.
4 4
@ JA;= (b) NA;=
i=1 =1

2. Asagida A1, As ve As kiimeleri tanimlanmigtir.

Ay = {0,2,4,8,10,12,14,16,18,20,22,24}
{ Ay = {0,3,6,9,12,15,18,21,24}
Az = 10,4,8,12,16,20,24}
3 3
(@ JAa;= (b) A=
i=1 i=1
3. Her neNigin A, ={0,1,2,3,...,n} olarak tamimlansin.
@ A= ®) A=
1eN ieN
4. Her neNicin A, = {-2n,0,2n} olarak tanimlansin.
@ UA;= (b) MNA;=
ieN ieN
5.(a) |Jli,i+11= () Nli,i+1l=
1eN ieN
6.(a) (JI0,i+11= (b) N[0,i+1]1=
1eN ieN
7.(@) URx[i,i+1]= (b) Rx[i,i+1]=
ieN ieN
8.(a) |J{a}xI[0,1]1= (b) () {a}x[0,1]1=
aeR acR
9.a@ U X-= b)) [ X=
XeP(N) XeP(N)
10.(a) J [x,11x[0,x%]1= M) [ [x,11x[0,2%]=
x€[0,1] x€[0,1]
11. Indis kiimesi I olan A, kiimelerinin bir ailesi verilsin. Buna gére ﬂAa c UAa

ael ael
ifadesi her zaman dogru mudur?

12. Eger [ Aq = |J A, ise A, kiimeleri arasindaki iligki hakkinda ne séylenebilir?
ael ael
13. Eger J#p ve JcIise | J Ay, < |JAq olur mu? () Ay < (] Aq i¢in ne dersiniz?
aed ael aed ael

14. Eger J#@ ve Jc1ise [|Ag S [ ) Ae olur mu? Agiklayimz.

ael aed
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1.9 Say1 Sistemi Olan Kiimeler

Pratikte karsimiza ¢ikan kiimeler, genellikle 6zel yapilara ve niteliklere
sahiptir. Ornegin Z, Q ve R birer say1 sistemidir. Boyle bir kiimenin herhangi
iki elemamn toplanarak (veya carpilarak vs.) yine ayni kiimenin bagka bir
elemani elde edilir. Bu islemler hepimizin yillardan beri bildigi degisme,
birlesme ve dagilma 6zelliklerine sahiptir. Bu 6zellikler kullanilarak, denk-
lemleri ¢ozmek i¢in cebirsel yontemler gelistirilmigtir. Burada ispatlarla
ilgileniyor olmamiza ragmen bu tiir 6zellikleri ve yontemleri tanimlama, is-
patlama veya dogrulama gereksinimi duymayacagiz. Bunlari temel kurallar
olarak kabul edip, yapacagimiz ¢ikarimlar: bunlarin iizerine inga edecegiz.

Bunlara ek olarak N, Z, Q ve R kiimeleri tizerindeki dogal siralamay:
ispatlamadan dogru kabul edecegiz. Boylece (6rnegin) “5 < 7” ifadesinin
ne anlama geldigini anlayacak ancak bunu dogrulama ya da aciklama
gereksinimi duymayacagiz. Benzer sekilde eger x < y ve a # 0 ise a sayisinin
pozitif veya negatif olmasina bagli olarak ax <ay veya ax = ay yazacagiz.

Sayilarin siralamasina iligskin olarak kafamiza yerlesmis distice, N
kiimesinin bostan farkli her altkiimesinin bir en kiiciik elemana sahip
oldugunu soyler. Bagka bir deyisle eger A =N ve A # @ ise A kiimesinde,
diger tim elemanlardan daha kiiciik olan bir x¢ € A vardir. (Bu elemani
bulmak i¢in 1’den baslayin ve xo € A sayisina ulasana kadar 2, 3, 4 vb. sa-
yilar1 kontrol edin. Buldugunuz say1 A kiimesinin en kii¢iik elemanidir.)
Benzer sekilde b bir tamsay ise bostan farkl her A < {b,6+1,b+2,b+3,...}
altkiimesinin bir en kii¢iik eleman1 vardir. Bu 6zellik, iyi siralama ilkesi
olarak bilinir. Bu terimi akilda tutmasaniz da olur ancak ifade ettigi dii-
stinceyi ispatlarda siklikla kullanacagimizin farkinda olmaniz gerekir.

Iyi siralama ilkesi cok siradan bir 6zellikmis gibi goriinebilir fakat pozitif
tamsayilar kiimesi N hakkinda ¢ok onemli bir bilgi verir. Ashinda aym
ozellik pozitif reel sayilarda gecerli degildir. Ornegin pozitif reel sayilardan
olusan A = {1 : n € N} kiimesinin en kii¢iik elemam yoktur ¢iinkii se¢ilen her
X0 = % € A elemanina kargilik ondan daha kiiciik olan ﬁ € A daima vardir.

Iyi siralama ilkesinin sonuclarindan biri (agagida gorecegimiz gibi)
herhangi bir ¢ tamsayisinin sifirdan farkli bir 4 tamsayisina béliinebilmesi
ve bunun sonucunda bir g boliimii ile » kalaninin elde edilmesidir. Ornegin
a =17 tamsayis1 b = 3 ile béliinerek ¢ =5 bolimii ve r =2 kalani elde edilir.
Bu islem, sembolik olarak 17=5-3+2 ya da a = gb +r sekilinde yazilir. Bu
gozlem bolme algoritmasi olarak adlandirilir.

Gozlem 1.5 (Bolme Algoritmasi) Eger a ile b iki tamsay1 ve b > 0 ise
a=qgb+rve0<r<b olacak sekilde bir tek ¢ ve r tamsay cifti vardir.
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Bolme algoritmasini ispatlamadan dogru kabul edip kullanmanin bir
sakincas1 yoktur. Ancak bu algoritma gercekten de iyi siralama ilkesine
dayanir. Iste sebebi: b > 0 olmak iizere a ve b tamsayilari verilsin. Buna gore

A={a-xb:x€Z,0<a-xb}<{0,1,2,3,...}

kiimesini ele alalim. Bu kiime, ¢ tamsayisindan 4 tamsayisinin katlar
cikarilarak elde edilen ve negatif olmayan sayilarin kiimesidir. (Orne-
gin a = 17 ve b = 3 ise 17den 3’un katlar ¢ikarilarak A ={2,5,8,11,14,17}
elde edilir. Bu kiimenin en kiic¢iik elemani, 17 + 3 igsleminden kalan r = 2
tamsayisidir.) Genellersek, iyi siralama ilkesi A = {a —xb:x€Z,0 <a—xb}
kiimesinin bir en kii¢iik eleman1 oldugunu séyler. Bu elemana r dersek
r =a—qb olacak sekilde bir g € Z vardir. Buradan a = ¢b+r yazilabilir. Ayrica
reAc{0,1,2,3,...} olmasi 0 < r olmasim gerektirir. Ustelik r > b olamaz.
Aksi halde r—b=(a—gb)—b =a—(gq+1)b sayis1 a —xb formunda oldugu i¢in
A kiimesinin bir elemanidir ve r tamsayisindan kiiciiktiir. Ancak r 6zel
olarak A’nin en kiiciik elemani se¢ilmistir. O halde r = b olamayacagina gore
r < b olmalidir. Boylece 0 < r < b bulunur. Sonug olarak a =qb+rve 0<r<b
kosulunu saglayan q ve r sayilar1 iiretilmistir. (Unite 7’nin 28. alistirma-
sinda, g ve r tamsayilarinin bir tek oldugunu gostermeniz istenecektir.)

Simdi, kii¢iik bir meseleyi aciga kavusturma vakti geldi. Bu tinitenin
basinda, matematigin tamaminin kiimelerle ifade edilebilecegini iddia ettik.
Fakat daha sonra bazi matematiksel nesnelerin kiime olmadiklarim belirt-
tik. (Ornegin 5 gibi bir tamsayinin bir kiime degil de kiimenin bir eleman:
oldugunu séyledik.) Bu ayrimin sebebi, kiimeleri tanimlarken bir dayanak
noktasina ihtiya¢ duyulmasidir. Neticede her matematiksel nesneyi bir
kiime ilan etmek, stiphesiz ki dairesel bir goriintiiye yol acar. Béylece bir
kiime, baska kiimelerin bir ailesi olarak tanimlanmak zorunda kalir!

Ancak matematikcilerin ¢ogu icin “5 sayis1 bir kiime degildir” demek
“5 sayisi bir say1 degildir” demek gibi birseydir.

Gercek su ki herhangi bir sayinin kendisi, bir kiime olarak diisiintlebilir.
Bunu yapmanin bir yolu, 0 = ¢ taniminmi yaparak ise baglamaktir. Buna
gore 1={p}=1{0}, 2 ={p,{p}} ={0,1} ve 3 = {2,{2},{8,{o}}} = {0,1,2} olur. Ge-
nelleyecek olursak bir n dogal sayisi, kendisinden 6nce gelen (ve herbiri bir
kiime olan) n tane sayidan olusan n ={0,1,2,...,n — 1} kiimesidir.

Biz burada béyle bir ise girismesek de kiimeleri kullanarak Z, Q ve R say1
sistemlerinin elemanlar1 tanimlanabilir. (Toplama, carpma vb. iglemler bile
kiimeler teorisi kullanilarak tanimlanabilir.) Aslinda matematigin kendisi,
kiime olarak tanimlanabilecek nesnelerin incelenmesi olarak diisiiniilebilir.
Herhangi bir matematiksel varlik, biz bu sekilde diistinmek istesek de
istemesek de, bir kiimedir.
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1.10 Russel Paradoksu

Bu bolim, ilging olan ancak kitabin geri kalan kisminda kullanilmayan
bazi temel bilgileri igerir.

Bir filozof ve matematikc¢i Bertrand Russell (1872-1970), kiimeler teorisi
ve matematigin temelleri iizerine ¢ig1ir acan calismalar yapmistir. Kendisi,
kiimelerin yanlis kullaniminin tuhaf durumlara ve paradokslara yol actigini
anlayan muhtemelen ilk kigiler arasindadir. Russell paradoksu olarak
bilinen fikriyle tinlidiir.

Russel paradoksu

A ={X: X bir kiime ve X ¢ X} (1.1)

kiimesi hakkindadir. Kelimelerle ifade edersek A kiimesi, kendisini bir
elemani olarak icermeyen tiim kiimelerin kiimesidir. Aklimiza gelebilecek
bircok kiime A kiimesinin bir elemanidir. Ornegin tamsayilar kiimesinin
kendisi bir tamsay1 degildir (yani Z ¢ 7). Bu nedenle Z € A olur. Benzer
sekilde ¢ bir kiimedir ve @ ¢ ¢ oldugu icin @ € A olur.

Simdi su soruyu soralim: A kiimesinde olmayan bir kiime var midir?
Buna cevap vermek icin B = {{{{...}}}} kiimesini ele alalim. B kiimesini, bir
kutu iceren kutuyu iceren vb. sekilde sonsuza dek devam eden bir kutu
olarak diistinebiliriz. Ya da i¢ ice gecmis sonsuz sayida matruska bebek
olarak hayal edebiliriz. B kiimesinin ilging¢ yani, tek elemanli olmasidir. Bir
basgka deyisle B kiimesinin tek elemam kendisidir:

B={{{{-J}}}-

B

Buna gore B € B olur. B kiimesi B ¢ B sartin1 saglamadigi i¢in Egitlik 1.1
geregince B ¢ A olur.

Russell paradoksu “A kiimesi, kendisinin bir elemani midir?” sorusuyla
ortaya ¢ikar. Bunu gormek i¢in, bir X kiimesini ele alalim. Egitlik 1.1, X € A
olmasinin X ¢ X olmasiyla ayn1 anlama geldigini belirtir. Ozel olarak X = A
secilmesi halinde, 6nceki ciimle A € A olmasinin A ¢ A olmasi anlamina
gelecegini soyler. Sonug olarak eger A € A dogru ise bu yanlistir; eger A€ A
yanlig ise bu dogrudur. Bu, Russell paradoksudur.

Baslangicta Russell paradoksu matematikciler arasinda bir krize yol
acmigtir. Matematiksel bir 6nerme nasil olurda hem dogru hem de yanlis
olabilir? Bu durum, matematigin ruhuna aykiri gériinmustir.

Paradoks, kiimeler teorisinin titiz bir sekilde incelenerek neyin bir kiime
olabilecegi ve neyin bir kiime olmayacagi konusunun degerlendirilmesine
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onayak oldu. Sonunda matematikciler, Zermelo-Fraenkel aksiyomlar:
olarak bilinen bir dizi kiimeler teorisi aksiyomlar: konusunda fikir birligine
vardi. Bu aksiyomlardan bir tanesi, onceki béliimde bahsedilen iyi siralama
ilkesidir. Bagka bir aksiyom da bostan farkli bir X kiimesinin, her x € X i¢in
X nx # @ 6zelligine sahip olamayacagim séyleyen kurulum aksiyomudur.
Bu aksiyom, yukaridaki gibi dairesel bir sekilde tanimlanmis olan B = {B}
formundaki “kiimeleri” kapsam dis1 birakir. Bu aksiyomlara bagl kalindig:
stirece Russell paradoksu ve benzeri durumlar ortaya ¢cikmaz. Cogu mate-
matikci, bunlar1 inanarak kabul eder ve Zermelo-Fraenkel aksiyomlarini
gormezden gelir. Russell paradoksu gibi durumlar, kullandigimiz ginliik
matematikte ortaya ¢cikmaz. Onlari olusturmak icin standartlarin disina
cikmak gerekir.

Russell paradoksu, diisiince ve dil hassasiyetinin matematigin 6nemli
bir parcasi oldugunu hatirlatir. Bir sonraki iinite, diisiince ve dilin bir
sisteme baglanmasiyla olusan mantik konusunu ele alacaktir.

Kimeler Uzerine Ek Okuma. Bertrand Russell'in hayatim ve (paradok-
sunu iceren) eserini canl bir sekilde aktaran, Apostolos Doxiadis ve Chris-
tos Papadimitriou’nun Logicomix: An Epic Search for Truth, adli romanim
okuyabilirsiniz. Ayrica karikatiirist Jessica Hagy’nin cogunlukla Venn se-
malarina dayanan c¢izimlerini internet tizerinden yayinladigi Indexed isimli
eserine bir goz atabilirsiniz.
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UNITE 2

Mantik

antik, ciimleleri anlamsal bakimdan incelememizi saglayan ve eski
bilgilerden yeni bilgiler tiretmemize olanak veren sistematik dii-
stinme tarzidir. Giinliik yagsantimizda gayriresmi bir gsekilde kullandigimiz
mantig1 6zellikle matematikte kullaniriz. Ornegin, “X Dairesi” olarak adla-
dirdigimiz bir daire hakkinda asagidaki bilgiler verilsin:

1. X dairesinin yaricapi 3’tir.
2. Bir dairenin yaricap: r birim ise o dairenin alam 772 birimkaredir.

Bu iki bilgiyi kolaylikla bir araya getirip asagidaki sonucu elde edebilirsiniz:
3. X dairesinin alani 97 birimkaredir.

Burada mevcut olan bilgileri bir araya getirip yeni bilgi tiretmek icin
mantik kullanmilmigtir. Matematikte yeni bilgilerin iiretilmesi ¢cok 6nemlidir
ve burada mantik ana roldedir. Bu tinite, mantik konusunda size yetecek
kadar bir uzmanlik kazandirmay1 hedeflemektedir.

Mantik, bilgiyi dogru bir bicimde isleme siirecidir; sadece dogru bilgiyi
ortaya cikarma siireci degildir. Bunun farkinda olmak énemlidir. Ornegin,
hata yaptigimizi ve aslinda X dairesinin yaricapinin 3 degil de 4 oldugunu
varsayalim. Ayni argiimani yeniden inceleyelim:

1. X dairesinin yaricap: 3’tir.
2. Bir dairenin yaricap: r birim ise o dairenin alani nr? birimkaredir.

3. X dairesinin alani 97 birimkaredir.

Artik “X dairesinin yaricapt 3’tiir.” climlesi yanhigtir. O halde “X dairesinin
alant 9n birimkaredir.” sonucu da yanhstir. Ancak mantik kusursuz bir
sekilde dogrudur ciinkii bilgilerin bir kism1 yanlis olsa bile bunlar dogru bir
sekilde islenmigtir. Dogru mantik ile dogru bilgi arasindaki bu ayrim 6nem-
lidir ¢iinkii yanlis bir varsayimin sonuclarim takip edebilmek énemlidir.
Ideal olani, hem mantigin hem de verilen bilgilerin dogru olmasidir. Burada
vurgulanmak istenilen sey, bu iki kavramin birbirinden farkli olmasidir.
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Teoremleri ispatlarken, dogru oldugu acikca belli olan (“Iki noktadan
sadece bir tane dogru gecer.” gibi) ya da dogru oldugu zaten bilinen (6rnegin,
Pisagor teoremi) bilgilere mantik uygulariz. Eger kullandigimiz mantik
dogru ise bu tiir bilgilerden elde ettigimiz her sonu¢ da dogrudur (veya en
azindan, baglangicta “agikca dogru” kabul ettigimiz bilgi kadar gecerlidir).
2.1 Onermeler
Mantik bilimi 6nermeler ile baglar. Onerme, ya kesinlikle dogru ya da
kesinlikle yanlis olan bir ciimle veya matematiksel ifadedir. Onermeleri,
dogru ya da yanlis olan bilgi parcalari olarak diistinebilirsiniz. Bu baglamda

onermeler, mantik uygulayarak baska bilgi parcalar: iiretebilecegimiz bilgi
parcalaridir (ki elde edilen bilgi parcalar1 da birer énermedir).

Ornek 2.1 Onermelere 6rnek verelim. Asagidakilerin hepsi dogrudur.

Bir dairenin yaricapi r birim ise o dairenin alani nr? birimkaredir.
Her c¢ift say1 2 ile boliiniir.
2¢7
V2¢z
NcZ
{1,2,3} kiimesinin 3 tane eleman: vardur.
Baz dik iiggenler ikizkenardir.
Ornek 2.2 Birkac 6rnek daha verelim. Asagidakilerin hepsi yanhstir.
Biitiin dik tcgenler ikizkenardir.
5=2
V2¢R
Z<N
{0,1,2} NN =g

Ornek 2.3 Onerme olmayan ifadeleri, 6nerme olan benzer ifadeler ile
eslestirelim.

’ Onerme OLMAYANLAR: Onermeler:
Her iki tarafa 5 ekle. x—5 =37 denkleminde her iki tarafa
5 eklenerek x = 42 bulunur.
VA 42e7
42 42 bir say1 degildir.
2x = 84 denkleminin ¢oziimii kactir? | 2x = 84 denkleminin ¢éziimii x = 4’tiir.
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Ornek 2.4 Belirli bir 6nermeyi temsil etmek icin cogunlukla P, @, R ve
S harflerini kullaniriz. Daha fazla harf gerekirse alt indis kullanabiliriz.
Asagida, harfler ile adlandirilmis 6nermeler verilmigtir. Bunlardan hangi-
lerinin dogru hangilerinin yanlis olduguna siz karar verin.

P:Her n > 1 tamsayisi i¢in 2" — 1 asaldir.

® : Derecesi n olan her polinomun en fazla n tane koki vardair.
R : f(x) = x? fonksiyonu siireklidir.

Si1:Z<c®

Sy:4{0,-1,-2}nN=¢

Onermeleri (yukarida yapildig: gibi) harflerle temsil etmek biiyiik bir kolay-
lik saglar. Ornegin “f(x) = x2 fonksiyonu siireklidir.” gibi belirli bir 6nermeyi
tartisirken, bu 6nermeyi defalarca yazmak ya da soylemek zorunda kalma-
mak i¢in ondan sadece R 6nermesi diye bahsetmek ¢ok daha pratiktir.

Onermeler degisken icerebilir. Ornegin,
P : Eger x tamsayis1 6'nin kat ise x cifttir.

Bu dogru bir ciimledir. (Dikkat edilirse 6'nin tiim katlan ¢ifttir. Bu yiizden
x tamsayisi, 6'nin hangi kati olursa olsun, cifttir.) Kesinlikle dogru oldugu
icin P ctimlesi bir 6nermedir. Eger bir P 6nermesi x gibi bir degisken igeriyor
ise onermenin x hakkinda bir seyler soyledigini belirtmek i¢cin onu bazen
P(x) ile temsil ederiz. Boylece yukaridaki onermeyi su sekilde gosterebiliriz:

P(x): Eger x tamsayis1 6'nin bir kati ise x ¢ifttir.

Iki tane degisken iceren bir 6nerme veya ciimle P(x,y) ile gésterilebilir.
Isimlendirme bu sekilde devam eder.

Degisken igceren bir ctimlenin 6nerme olmamasi da olduk¢a muhtemeldir.
Ornegin asagidaki ifadeyi goz oniine alalim.

Q(x): x tamsayisi cifttir.

Bu bir 6nerme midir? Bu ifadenin dogru ya da yanlis olmas1 x tam-
sayisina baghdir. Ornegin x = 4 ise dogrudur, x = 7 ise yanlistir. Ancak x
uzerinde herhangi bir kosul olmaksizin @(x) ifadesinin dogru mu yoksa
yanlig m1 oldugunu soylemek imkansizdir. Kesinlikle dogru ya da kesinlike
yanlig olmadigi i¢in @(x) bir 6nerme olamaz. Dogrulugu bir veya birden ¢ok
degiskene bagh olan bu ve benzeri bir climleye acik 6nerme denir. Bir acik
onermedeki degiskenler sadece sayilar1 degil, herhangi tiirden bir varlig:
temsil edebilir. Asagidaki acik 6nermenin degiskenleri birer fonksiyondur:

Richard Hammack Ispat Yontemleri



Onermeler 37

R(f,g): f fonksiyonu g fonksiyonun tiirevidir.

Bu acik 6nerme, f(x) = 2x ve g(x) = x2 ise dogrudur fakat f(x) = x3 ve g(x) = x?
ise yanlistir. Burada belirtmek gerekirse R(f,g) gibi (degisken iceren) bir
climle, sadece R ile de gosterilebilir. Ciimlenin degigsken icerdigini vurgula-
mak istedigimiz zaman R(f,g) gosterimini kullaniriz.

Acik 6nermeler konusunu daha sonra ele alacagiz. Simdilik 6nermelere
geri donelim.

Onermeler, matematigin her alaninda karsimiza cikar. Dogru oldugu
ispatlanmis olan her sonuc veya teorem bir 6nermedir. Ornegin, ikinci
dereceden bir denklemin koklerini bulmak i¢in kullanilan kuadratik formdil
ve Pisagor teoremi birer 6nermedir:

P: ax?+bx+c =0 denkleminin kokleri x = %j_m ile verilir.
® : Kenar uzunluklari a ve b, hipoteniis uzunlugu c olan bir dik licgende
a?+b2%=c? olur.

Simdi, cok meshur olan bir 6nerme verelim. Bu 6nerme o kadar mes-
hurdur ki bir ad1 vardir. On yedinci yilizy1l Fransiz matematikc¢ilerinden
Pierre Fermat tarafindan bir kitabin kenar bogluguna yazilan bu 6nerme
Fermat’in son teoremi olarak adlandirilir.

P : Her n > 2 tamsayisi icin a” + b" = ¢ olacak gekilde a,b,c € N yoktur.

Fermat, bu 6nermenin dogru olduguna inanmistir. Bunu ispatlayabilecegini
ancak kitabindaki kenar boslugunun buna yetecek kadar genis olmadigini
belirtmistir. Fermat’in gercekten de ispati bilip bilmedigi kuskuludur ¢iinkii
olimiinden sonra tistiin zekal1 pek cok matematikei, nesiller boyunca bunun
dogru (ya da yanlig) oldugunu ispatlamakta basarisiz olmustur. Sonunda,
1993 yilinda Princeton Universitesi'nden Andrew Wiles bu 6nermeyi is-
patladigini duyurmustur. Bu problem tizerinde yedi yildan fazla ¢alisan
Wiles’in ispat1 yiizlerce sayfadan olugsmaktadir. Bu hikayenin 6zeti, bazi
dogru onermelerin ispatlarinin o kadar da acik olmamasidir.

Isim verilecek kadar iinlii olan bagka bir 6nerme daha verelim. Ilk olarak
Alman matematikc¢i Christian Goldbach tarafindan on sekizinci ytizyilda
ortaya atilan bu 6nerme Goldbach sanisi olarak adlandirilir:

S : 2’den biiyiik olan her ¢ift tamsay, iki tane asal sayinin toplamidir.

Siz de takdir edersiniz ki S ya dogrudur ya da yanlistir. Aslinda dogruymus
gibi gortunir ¢inkii 4 =2+2,6=3+3,8=3+5,10=5+5,12=5+7,100=17+83
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vb. orneklerde oldugu gibi 2’den biiyiik baz ¢ift sayilar: incelediginizde,
onlarin iki asal sayinin toplami oldugunu gorebilirsiniz. Ancak bu, iki asal
sayimnin toplamina esit olmayan biiyiik bir ¢ift say1 olmayacag: anlamina
gelmez. Eger boyle bir say1 var ise S yanlistir. Asil melese, Goldbach’in
bu problemi ortaya atmasinin iizerinden 260 y1l gecmesine ragmen hig
kimsenin bunun dogru mu yoksa yanlig m1 oldugunu belirleyememesidir.

Bu kitap, S 6nermesinin (veya baska bir 6nermenin) dogru mu yoksa
yanlis m1 oldugunu ispatlamak icin kullanilabilecek yontemleri anlatir. S
onermesinin dogru oldugunu kanitlamak i¢in acik¢a dogru (ya da dogru-
lugu kanitlanmig) olan 6nermelerle baslar ve mantik kullanip karmagik
onermeler elde ederiz. Bu siireci, S 6nermesini elde edene kadar devam et-
tiririz. Kuskusuz ki bazi 6nermeleri kamitlamak digerlerinden daha zordur.
Herkesin bildigi bir gercek, S 6nemesini ispatlamanin ¢ok zor oldugudur.
Biz ispatlanmasi daha kolay 6nermeler tizerinde yogunlasacagiz.

Asil 6nemli olan nokta sudur: Onermeleri ispatlarken, onlar1 anlamak
ve bilgi parcalarini birlestirip yeni bilgiler tiretmek icin mantik kullanirz.
Sonraki birkac boliimde, yeni 6nermeler olusturmak icin elimizde olanlar:
birlestirmenin ya da daha basit parcalara ayirmanin yollarina bakacagiz.

Boliim 2.1 Alistirmalar:

Asagidaki ifadelerin birer 6nerme olup olmadiklarini belirleyiniz. Miimkiin olan du-
rumlarda, 6nerme olan ifadelerin dogru mu yoksa yanlig m1 olduklarini belirtiniz.
Her reel say: ¢ift bir tamsayidir.

Her ¢ift tamsayi bir reel sayidir.

Eger x ile y iki reel say1 ve 5x =5y ise x = y olur.

Z ve N kiimeleri.

Z ve N kiimeleri sonsuzdur.

Bazi kiimeler sonludur.

Besinci dereceden bir polinomun tiirevi altinc1 dereceden bir polinomdur.

. N¢ Z(N)

. cos(x)=-1

s (RxN)N(NxR)=NxN

. x tamsayis1 7’nin bir katidir.

R A

pd ek
N = O

. Eger x tamsayis1 7'nin bir kat1 ise bu say1 7 ile tam boélinir.

[y
w

. Bir x tamsayis1 ya 7’nin bir katidir ya da degildir.

[y
"N

. Bana Ismail diyebilirsin.

e
(9]}

. Basglangicta, Allah diinyay1 ve cenneti yaratti.
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2.2 Ve, Veya, Degil Baglaclar1

Iki 6nermeyi birlestirerek yeni bir 6nerme olusturmak icin “ve” kelimesi
kullanilabilir. Ornegin, asagidaki ciimleyi goz 6niine alalim.

R : 2 cift sayidir ve 3 tek sayidir.

Bu 6nermeyi “ve” kelimesinin mantiksal anlamina dayanarak dogru kabul
ederiz. Dikkat edilirse R 6nermesi, iki tane basit 6nermeden olusur:

P : 2 cift sayidir.
® : 3 tek sayidir.

Bu ikisi “ve” baglaciyla birlestirilerek daha karmagik olan R; olusturul-
mustur. R; 6nermesi, P ve @ 6nermelerinin her ikisinin de dogru oldugunu
belirtir. Hakikaten hem P hem de @ dogru oldugu icin R; de dogrudur.

Eger P ve @ onermelerinden biri veya her ikisi yanlis olsayd1 R; de
yanlis olurdu. Ornegin, asagidaki 6nermelerin hepsi yanlistir.

Rs : 1 cift sayidir ve 3 tek sayidir.
R3: 2 cift sayidir ve 4 tek sayidir.
Ry : 3 cift sayidir ve 2 tek sayidir.

Yukaridaki 6rneklerden goriilecegi iizere herhangi iki P ve @ 6nermesi
birlestirilerek yeni bir “P ve @” 6nermesi olusturulabilir. Onermeleri harf-
lerle temsil etme anlayisina baglh kalarak “ve” kelimesi yerine A semboliinii
kullanalim. Béylelikle, P ile @ birer 6nerme ise “P A Q” ifadesi “P ve @”
onermesini temsil eder. Hem P hem de @ dogru ise P A @ dogrudur; aksi
halde yanlistir. Bu durum, dogruluk tablosu adi verilen asagidaki tabloda
ozetlenmistir.

Q[P

%%GGH

~| o~
<~ <]

Bu tablodaki D harfi “Dogru” anlamina, Y harfi ise “Yanlig” anlamina gelir.
(D ve Y harflerine dogruluk degerleri denir.) Her satir, P ve  icin dort
olas1 dogruluk degerinden birini listeler. En iistiinde P AQ olan siitun ise her
bir durumda P A @ 6nermesinin dogru mu yoksa yanlig m1 oldugunu belirtir.
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Onermeler “veya” baglaci kullanilarak da birlestirilebilir. Asagidaki
dort 6nermeyi goz 6niine alalim.
S1: 2 cift sayidir veya 3 tek sayidir.
Sy : 1 ¢ift sayidir veya 3 tek sayidir.
S3: 2 cift sayidir veya 4 tek sayidir.
S4: 3 cift sayidir veya 2 tek sayidir.
Matematikte “P veya @” ifadesinden, P ile @ dnermelerinden birinin veya
her ikisinin dogru oldugu anlasilir. Bu nedenle Si, Sy ve S3 6nermeleri
dogrudur; S, ise yanligtir. “Veya” kelimesini temsil etmek icin v sembolii

kullanilir. Buna gore P ve @ birer 6nerme ise “P veya @” énermesi P v Q
ile gosterilir. Bu 6nermenin dogruluk tablosu asagida verilmistir.

Plalrve

~IxID|T
~ID ||

~|O|O|T

Yukaridaki tabloda ifade edilen “veya” kelimesinin anlami, giinlik ko-
nusma dilinde kullanilan anlamindan farklidir. Bunun bilincinde olmak
onemlidir. Ornegin, bir tiniversite yetkilisi agagidaki tehdidi savursun:

Ogrenim harcini 6dersiniz veya okuldan ayrilirsiniz.

Bu ciimleden, 6grenim harcini 6demeniz veya okuladan ayrilmaniz gerekti-
gini ancak her ikisinin birden olmayacagint anlarsiniz. Bizim icin “veya”
kelimesi, tabloda v i¢in belirtilen anlama gelir. Boylece P v @ 6nermesinin
dogru olmasi, P ile @ onermelerinden birinin veya her ikisinin dogru oldugu
anlamina gelir. Eger P ve @ 6nermelerinden sadece birinin dogru oldugunu
ifade etmemiz gerekirse asagidaki ifadelerden birini kullanabiliriz:

P veya @ ancak ikisi birden degil.
Ya P yada Q.

P veya @ onermelerinden sadece biri.

Eger universite yetkilisi bir matematik¢i olsaydi, ifadesini su sekilde daha
nitelikli kialabilirdi:

Ya 6grenim harcini 6dersiniz ya da okuladan ayrilirsiniz.
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Bu bélumii, eski 6nermelerden yenilerini elde etmenin bagka bir yolun-
dan daha bahsederek bitirelim. Herhangi bir P 6nermesi verildiginde “P
dogru degildir.” biciminde yeni bir 6nerme olusturabiliriz. Ornegin,

2 ¢ift sayidur,

onermesini ele alalim. Bu 6nerme dogrudur. Simdi, sonuna “6nermesi dogru
degildir” kelimelerini ekleyerek bu onermeyi degistirelim:

2 ¢ift sayidir 6nermesi dogru degildir.
Elde ettigimiz bu yeni 6nerme yanligtir.

Bagka bir 6rnek olarak, yanlis olan “2 € 3” 6nermesi ile baglarsak dogru
olan “2 € ¢ dogru degildir.” 6nermesini elde ederiz.

Yukarida kullandigimiz “dogru degildir” ifadesini ~ sembolii ile temsil
ederiz. Buna gore ~ P ifadesi “P dogru degildir” anlamina gelir ve “P’nin
degili” ya da kisaca “P degil” diye okunur. Iki 6nermeyi birlestiren A ve v
baglacarindan farkl olarak, ~ sembolii sadece tek bir 6nermeyi degistirir.
Bu nedenle dogruluk tablosunun sadece iki tane satir1 vardir. Bu satirlarin
her biri P 6nermesinin bir dogruluk degerlerine karsilik gelir.

-7

D
Y

Y
D

~ P 6nermesine P’nin degili veya P'nin olumsuzu denir. Bir onermenin
degili cesitli sekillerde ifade edilebilir. Ornegin asagidaki 6nerme verilsin.
P : 2 cift sayidir.

Iste size bu 6nermenin olumsuzunu ifade etmenin birkac yolu:

~ P : 2 ¢ift sayidir 6nermesi dogru degildir.
~ P : 2 ¢ift sayidir onermesi yanhstir.
~ P : 2 ¢ift say1 degildir.
Bu boliimde; 6nermelerin A, v ve ~ iglemleri ile nasil birlestirilebile-
cegini ya da degistirilebilecegini 6grendik. Elbette ki bu islemleri acik
onermelere veya onermeler ile acik 6nermelerin karigimina uygulayabiliriz.

Ornegin, (3 tek sayidir) A (x ¢ift sayidir) ifadesi, bir 6nerme ile bir acik
onermenin birlegimi olan bir ac¢ik 6nermedir.
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Boliim 2.2 Alistirmalar:

Asagidaki her 6nermeyi veya acik onermeyi PAQ, P v @ ve ~ P formlarindan biriyle

ifade ediniz. Ayrica, P ve @ 6nermelerinin ne olduklarini belirtmeyi unutmayiniz.

. 8 hem ¢ift sayidir hem de 2’nin bir kuvvetidir.

. A matrisi tersinir degildir.

CXEY 4, x<y 5. y=x

. Sinav Cargsamba veya Cuma giinii yapilacak.

. x sayisi sifira egittir ancak y sayis1 sifira egit degildir.

. x ve y sayilarindan en az biri sifira esittir.

x€A-B 10. xcAUB 11. Ae{Xe P(N):|X|<oo}

12. Mutlu aileler birbirine benzer ancak her mutsuz ailenin kendine 6zgi bir mut-
suzlugu vardir. (Leo Tolstoy, Anna Karenina)

13. Insanlar iyi olmak ister ama fazlasiyla ve her zaman degil. (George Orwell)

14. Bir insan olan seyleri aramali, olmasi gerektigini disiindiigu seyleri degil. (Al-
bert Einstein)

© X aAS W N R

2.3 Kosullu Onermeler

Iki 6nermeyi birlestirmenin bagka bir yolu daha vardir. Bir ¢ tamsayisini
akilda tutalim. Bu tamsay1 hakkinda asagidaki 6nerme verilsin:

R : Eger a tamsayis1 6'min bir kati ise a tamsayisi 2 ile boliiniir.

Tamsayilar hakkindaki bilgimize ve “eger” ile “ise” kelimelerinin anlamla-
rina dayanarak bu énermenin dogru oldugunu soyleyebiliriz. Eger a tam-
sayis1 6'nin bir kati ise a ¢ifttir. Bu nedenle a tamsayisi 2 ile tam boéltintir.
Dikkat edilirse R 6nermesi iki tane basit 6nermeden olusmaktadair:

P : a tamsayis1 6'nin bir katidir.
® : a tamsayisi 2 ile bolintir.
R : Eger P ise Q.

Genellersek, P ve @ onermelerinden “Eger P ise @.” formunda yeni bir
onerme olusturabiliriz. Sembolik olarak P = @ seklinde yazilan bu 6ner-
meyi “Eger P ise Q.” veya “P, @ onermesini gerektirir.” diye okuruz. Buradaki
= semboliiniin, A ile v sembollerinde oldugu gibi ¢cok 6zel bir anlami1 vardir:
P = @ onermesinin dogru oldugu bildirildiginde, eger P dogru ise @ mut-
laka dogru olmalidir. (Bir bagka deyisle P 6nermesinin dogru olmasi, @
onermesini dogru olmak zorunda birakir.) P = @ formundaki bir 6nermeye
kosullu 6nerme denir ¢iinkii P dogru olmak kosuluyla @ dogrudur.
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P = @ 6nermesini, ne zaman ki P dogru olsa o zaman  6nermesinin
de dogru olacagina dair verilmis bir s6z olarak diislinebilirsiniz. Bu s6zde
durulmamasinin (yani yanlig olmasinin) tek bir yolu vardir: P dogrudur
fakat @ yanlistir. Buna gore P = @ soziiniin dogruluk tablosu su sekildedir:

ple|r=q]
p[D| D
DY v
Y|D|| D
Y| v| D

Son iki satirda, P = @ onermesinin dogru olmasi sizi rahatsiz etmig
olabilir. Bunu a¢mak i¢in bir 6rnek verelim. Hocaniz séyle bir s6z versin:

Eger finalden geger not alir iseniz bu dersi gegersiniz.
Aslinda hocaniz size su s6zii vermektedir:
(Finalden gecer not alirsiniz) = (Bu dersi gecgersiniz).

Hocaniz hangi durumda size yalan séylemis olabilir? Finalden gecer not
alip alamama ve dersi gecip gecememeye bagh olarak olasi1 dort senaryo
vardir: Bu senaryolar asagidaki tabloda gosterilmigtir.

(Finalden gecer not aldimiz) = (Dersi gectiniz)

D

Finalden gecer not aldimz | Dersi gectiniz

D

SIGIIS
SISIES
STISTES

Ik satir, finali ve dersi gectiginiz senaryoyu anlatir. Hocaniz verdigi
sozi tutmustur ve lciinci stitundaki D harfi size dogru soyledigini bildirir.
Ikinci satirda, finali gectiniz ancak hocaniz sizi dersten birakt1. Bu durumda
hocaniz verdigi sozde durmamaistir ve liciincii siitundaki Y harfi size verdigi
s6zin bir yalan oldugunu temsil eder.

Uciincii satir, finalden kadiginiz ama yine de dersi gectiginiz senaryoyu
belirtir. Béyle bir sey nasil olmus olabilir? Belki de hocaniz size acimistar.
Ama bu onu yalanci yapmaz. Size verdigi tek soz, finali gectiginizde dersten
de gececeginizdir. Size, dersi gegcmenin tek yolunun finali gegmek oldugunu
soylememistir. Yalan soylemedigi i¢in ui¢lincii stituna D harfi yazilmigtir.

Son olarak dordiincii satira bakalim: finalden ve dersten kaldiniz. Hoca-
niz size yalan soylememistir. Dolayisiyla tictincii stitunda D harfi vardir.
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Bagka bir 6rnek olarak asagidaki onermeyi goz oniine alalim:
Eger bu ay Eyliil ise bu ay giindonimii olacaktar.

Giindontimii, gece ile giindiiziin esit oldugu giindiir. Biri Eylil ayinda,
digeri Mart ayinda olmak tizere her yil iki kez giindonumii yasanir. Yu-
karidaki onerme kuskusuz ki dogrudur ciinkii icinde bulundugumuz ay
Eylil oldugu zaman bir giindoniimii olacagi iddias1 dogrudur. Bu 6nerme,
sembolik olarak asagidaki bicimde yazilir:

(Bu ay Eyliil ayidir) = (Bu ay giindoniimii olacaktir).

Bu 6nerme dogrudur ancak P : “Bu ay Eylil ayidir.” ve S : “Bu ay giindo-
niimii olacaktir.” acik 6nermeleri, hangi ay olduguna bagh olarak ya dogru-
dur ya da yanlhstir. Bu olay, 12 aydan ti¢ tanesi icin agagida gosterilmistir.
Burada, P yanlis olsa bile P = @ 6nermesinin dogru olduguna dikkat ediniz.

Bu ay | Bu ay Bu ay Bu ay
Eylil | giindéniimi || | Eylil | = | giindoniimii
ayidir | olacaktir ayidir olacaktir

Eylil | D D D

Mart Y D D

Mayis Y Y D

Bu ornekteki P = @ 6nermesi dogru oldugu icin P dogru fakat @ yanlis
olacak sekilde bir ay yoktur. (Bu durum, 21 Eyliil’den 6nce diinyanin bir
asteroit tarafindan yok edilme olasilig1 goz ardi edildigi stirece gegerlidir.)

Matematikte karsimiza ¢ikan her “Eger P ise @.” yapis1 daima = sembo-
liintin dogruluk tablosunda ifade edilen anlama gelir. Anlamsal bakimdan
P = @ ile aym olan bagka ifadeler elbette ki vardir. Bunlardan bazilar
asagida verilmigtir. Her birinin anlami, = semboliiniin tablosu ile 6zdestir.

Eger P ise Q.
P ise @.

P oldugunda Q. ’
Ne zaman ki P, 0 zaman Q.
P onermesi @ icin yeterli bir kosuldur. } P=>@
Q icin P yeter.

@ onermesi P icin gerekli bir koguldur.
P icin @ gerekir.

Ancak @ ise P.

|

[P=9]

Q
D
Y
D
Y

MDD v

O|o~<|T
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Bunlarin hepsi “Eger P ise @.” yerine kullanilabilir (ve onunla ayni seyi
ifade eder). Bu ifadelerden her birininin anlamin inceleyip onun P = @
ile ayn1 anlama geldigine dair kendinizi ikna etmelisiniz. Ornegin, P = @
onermesinde, P’nin dogru olma kosulu @ nun dogru olmasi i¢in yeterlidir.
Bu nedenele “P onermesi Q icin yeterli bir kosuldur.”

Ifade tarzi biraz aldatici olabilir. Giindelik bir olay bunlar: anlamaya
yardime olabilir. Ornegin, hocanizin verdigi sozii tekrar ele alalim:

(Finalden gecer not alirsiniz) = (Bu dersi gecersiniz).

Bunun anlam, (belki gerekli degildir ama) finalden gecer not almak bu
dersi gecmek icin yeterlidir. Bu yiizden hocaniz size soyle de diyebilirdi:

Finalden gecer not almak bu dersi gecmek i¢in yeterlidir.

Dersi ge¢cmek i¢in finalden gecer not almak yeterlidir.

Ginlik konusmalarimizda “Eger P ise @.” demek istedigimizde, normal
olarak bunu “@ onermesi P icin gerekli bir kosuldur.” veya “Ancak @ ise P.”
seklinde ifade etmeyiz. Fakat bu tiir yapilar matematikte yaygindir. Bunla-
rin neden mantikli oldugunu anlamak icin anlamlarini incelemek gerekir.
Dikkat edilirse P = @ dogru oldugunda, P’nin dogru fakat @ nun yanlis
olmasi imkansizdir. Bu ytizden P’nin dogru olabilmesi i¢in @ nun mutlaka
dogru olmasi gerekir. Buna gore “Q onermesi P icin gerekli kosuldur.”

Bolim 2.3 Alistirmalar:

Anlamlarini degistirmeden, agsagidakilerin her birini “Eger P ise @.” formunda bir
ciimleye ceviriniz.

Bir matris, determinanti sifirdan farkli oldugunda tersinirdir.

Bir fonksiyonun siirekli olmasi icin tiirevlenebilir olmas1 yeterlidir.

Bir fonksiyonun integrallenebilir olmas icin siirekli olmasi gerekir.

Polinom olan bir fonksiyon rasyonel fonksiyondur.

Bir tamsay1 ancak 4 ile tam boliindiigiinde 8 ile tam boliiniir.

. Bir ylizeyin yalnizca bir yiizii var oldugunda o ylizey yonlendirilemez.

. Bir seri mutlak yakinsak oldugunda yakinsaktir.

. Yakinsaklik yaricapi r olan bir geometrik seri eger |r| < 1 ise yakinsaktir.

. Bir fonksiyon siirekli olmak kogulu ile integrallenebilirdir.

. Diskriminant ancak ikinci dereceden denklemin reel ¢oztimleri yoksa negatiftir.

© P A B G R WD
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. Yazmay birakirsan basarisiz olursun. (Ray Bradbury)

[u—y
N

. Insanlar gercekleri yalnizca, gercekler zaten inandiklar seyler ile bagdasirsa
dogru kabul eder. (Andy Rooney)
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13. Insanlar benimle hemfikir olduklarinda yanilmam gerektigini hissediyorum.
(Oscar Wilde)

2.4 Cift Kosullu Onermeler

P = @ onermesinin @ = P ile ayni olmadigini bilmek 6nemlidir. Bunu
gormek icin asagidaki onermelere bakalim:

(a tamsayis1 6'min katidir) = (e tamsayisi 2 ile boliiniir),
(a tamsayis1 2 ile boluniir) = (a tamsayis1 6'min katidir).

I1k 6nerme, eger a tamsayis1 6’'nin kati ise onun 2 ile boliindiigiinii belirtir.
Bu dogrudur ciinkii 6’'nin herhangi bir kati cifttir ve bu nedenle 2 ile boliiniir.
Ikinci 6nerme, o’nin 2 ile béliitnmesi halinde onun 6'nin bir kat1 oldugunu
iddia eder ki bu dogru olmak zorunda degildir. Ornegin, a = 4 tamsayis1
2 ile boliiniir ancak 6'nin bir kati1 degildir. Bu nendenle P > @ ile @ > P
onermelerinin anlamlar1 genel olarak birbirinden oldukc¢a farkhidir. @ = P
kogsullu 6nermesine P = @ onermesinin karsit1 denir. O halde, kosullu bir
onerme ve onun karsiti tamamen farkl: seyleri ifade eder.

Ancak bazen, diizgiin bir sekilde secilmis P ve  icin P = Q ve @ = P
onermelerinin ikisi birden dogru olabilir. Ornegin, asagidaki 6nermeleri
goz ontline alalim.

(a tamsayisi cifttir) = (a tamsayisi 2 ile bolintr),
(a tamsayis1 2 ile bolinir) = (a tamsayis ¢ifttir).

Dikkat edilirse a tamsayisinin degeri ne olursa olsun, bu 6nermelerin ikisi
de dogrudur. Hem P = @ hem de @ = P dogru oldugu icin (P = Q) A (@ = P)
onermesi dogrudur.

Simdi, (P = @) A (Q > P) 6nermesini ifade etmek icin kullanacagimiz <
semboliinii verelim: P « @ ifadesi (P = Q) A (Q = P) ile aym1 anlama gelir
ve “P ancak ve ancak Q.” veya “P gerek ve yeter sart Q.” seklinde okunur.
Ornegin, bir a tamsayis1 hakkinda verilen

(a tamsayisi ¢ifttir) < (a tamsayis: 2 ile boliintir)

onermesi dogrudur. Bu 6nerme “Bir a tamsayist ¢ifttir ancak ve ancak a
tamsayist 2 ile boliiniir.” veya “Bir a tamsayisinin ¢ift olmast icin gerek ve
yeter sart a tamsayisinin 2 ile béliinmesidir.” diye okunur.
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Cift Kos

Asagida, © semboliine ait dogruluk tablosu verilmistir. Dikkat edilirse
(= semboliuniin dogruluk tablosundan) ilk ve son satirda hem P = @ hem
de @ = P dogrudur. Buna gore (P = Q) A(Q = P) ve boylelikle P < @ yine o
satirlarda dogrudur. Ortadaki iki satirda P = @ veya @ = P 6nermelerinden
biri yanhstir. Bu nedenle (P => Q) A (Q = P) ve P < @ o satirlarda yanhsgtar.

Ple|req]
p[D| D
plY| v
Y|D| v
Y| Y| D

Simdi “R : (e c¢ifttir) (e tamsayisi 2 ile boliiniir)” 6nermesini bu tablo
ile kargilagtiralim. Eger a ¢ift ise & semboliiniin her iki tarafinda yer alan
onermeler dogrudur ve verilen tabloya gore R dogrudur. Eger a tek ise <
semboliniin her iki tarafinda yer alan 6nermeler yanligtir. Verilen tabloya
gore R yine dogrudur. O halde, a hangi degeri alirsa alsin, R dogrudur. Genel
olarak P < @ o6nermesinin dogru olmasi, P ile @ 6nermelerinin ikisinin
birden dogru olmasi veya ikisinin birden yanlis olmasi anlamina gelir.

Tahmin edilecegi iizere P & @ 6nermesini séylemenin birgok yolu vardir.
Asagidaki yapilarin hepsi P © @ anlamina gelir:

P ancak ve ancak Q.

P gerek ve yeter sart Q.

P icin @ gereklidir ve yeterlidir.
Eger P ise @ ve bunun karsiti.

Ps@

Bunlarin ilk ti¢ii, onceki bolimde verilen yapilari birlestirip (P = Q)A(Q = P)
onermesi ifade eder. Sonuncusundaki “ .. ve bunun karsiti” kelimeleri, “Eger
P ise @.” 6nermesinin dogru olmasinin yani sira “Eger @ ise P.” 6nermesinin
de dogru olmasi anlaminda kullanilmigtir.

Boliim 2.4 Alistirmalar:

Anlamlarini degistirmeden, asagidaki ciimlelerden her birini “P ancak ve ancak
Q.” biciminde bir ctimle haline getiriniz.

Bir A matrisin tersinir olmasi i¢in det(A) # 0 olmasi gereklidir ve yeterlidir.
Turevi sabit olan bir fonksiyon lineerdir ve bunun karsiti1 da dogrudur.

Eger xy =0 ise x =0 veya y = 0 olur ve bunun karsit1 da dogrudur.

Eger a € Q ise 5a € Q ve ba € Q ise a € Q olur.

A

Bir olayin maceraya doniismesi i¢in birinin onu anlatmasi gerekli ve yeterlidir.
(Jean-Paul Sartre)
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2.5 Onermeler icin Dogruluk Tablolar:

Artik A,v,~,= ve © sembollerinin dogruluk tablolarini bilmeniz gerekir.
Bunlar:1 hem 6grenmeli hem de oziimsemelisiniz. Bu semboller, birlikte
kullanip daha karmagik 6nermeler olusturuldugu icin iyice anlagilmalidir.

Ornegin, P ve @ 6nermelerinden birinin dogru ama her ikisinin birden
dogru olmadigini ifade etmek istedigimizi varsayalim. Sembollerden hig
biri tek basina bunu ifade etmez. Ancak sembolleri birlestirip

PVvRIA~(PAQ)
onermesini yazabiliriz. Bunun anlami tam olarak sudur:
P veya @ dogrudur ancak P ve Q’nun ikisi aynt anda dogru degildir.

Verilen 6nerme, P ve @ onermelerinin dogruluk degerlerine baglh olarak ya
dogrudur ya da yanhstir. Bunu gérmek i¢in dogruluk tablosunu olusturalim.
Her zamanki gibi P ve @ onermelerinin dogru/yanlis olas1 kombinasyon-
larini dort satirda listeleyerek baslayalim. Uciincii ve dérdiincii siitunlari,
(P V@A ~ (P AQ) onermesini olusturan (P v Q) ve (P A Q) onermelerinin
dogruluk degerlerine ayiralim. Besinci siitunda ~ (P A @) Onermesine ait
degerleri listeleyelim. Aslinda bu degerler, dordincii siitundaki girdilerin
tersleridir. Boylelikle, ti¢iincii ve beginci siitunlar1 A sembolii ile birlestirip
altinci siitundaki (P v Q)A ~ (P A Q) dnermesine ait degerleri elde ederiz.

(Pl @ve) | ®r@) [ ~Pr@) [ Pvn~PrQ)
D |D D D Y Y
D|Y D Y D D
Y |D D Y D D
Y |Y Y Y D Y

Bu dogruluk tablosu, P ve @ énermelerinden sadece biri dogru oldugunda
(Pv@)A ~(PAQ) onermesinin dogru oldugunu sdyler yani kastettigimiz
anlami tasir. (Dogruluk tablosunun orta kisminda ¢ tane “yardimer siitun”
olduguna dikkat ediniz. Eger yaptiginiz islemlerden eminseniz dogruluk
tablolarin1 yazarken bu siitunlar1 yazmasaniz da olur.)

Baska bir 6rnek olarak x ve y birer reel say1 olmak tizere

xy =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart x =0 veya y = 0 olmasidir,

onermesini ele alalim. Bu 6nerme, (xy =0) < (x =0V y = 0) ile modellenebilir.
Eger xy =0, x =0 ve y =0 6nermelerini P, @ ve R harfleriyle temsil edersek
P < (Q v R) yazabiliriz. Bu ifadede parantez zorunludur. Aksi hidlde bunun
P & (@ vR) mi yoksa (P < @)V R mi oldugunu bilemeyiz.
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P < (Q v R) 6nermesine ait dogruluk tablosu; P, @ ve R 6nermelerinin
her bir D/Y kombinasyonu icin bir satir gerektirir. Bu sekilde sekiz olas1
kombinasyon vardir. Bunlar, agsagidaki tablonun ilk ii¢ siitunda verilmistir.

|

| @vR | Po@vR) |

NIMIKIKIO|O|O|T|| v
~INIDIDIKIK|IT|T||
<KD IK|DO|Ix<|T|| =

MEISIEIRICIEIE
|| D]

D

Doérdincii siitun, v baglacinin dogruluk tablosuna dayanarak doldurul-
mustur. Besginci siitunda ise birinci ve dordiincii stitunlar < semboliiyle
birlestirilmistir. Sonucta elde edilen tablo P, @ ve R 6nermelerinin tim
degerleri icin P < (@ v R) 6nermesinin dogru/yanlis degerlerini listeler.

Dikkat edilirse cegitli x ve y reel sayilarina kargilik P:xy =0, @ : x =0 ve
R :y =0 onermeleri farkli dogruluk degerlerine sahiptir. Ancak P < (@ v R)
her zaman dogrudur. Ornegin x = 2 ve y = 3 ise P, @ ve R 6nermelerinin
tamami yanlistir. Bu senaryo, tablonun son satirinda aciklanmistir ve orada
P & (@ VR) dogrudur. Benzer sekilde, eger x =0 ve y =7 ise P ve @ dogrudur
fakat R yanlistir. Tablonun ikinci satirinda aciklanan bu senaryoda da
P < (@ VR) dogrudur. Aslinda P < (@ v R) 6nermesinin her x ve y reel
sayisi icin dogru olmasinin basit bir nedeni vardir: P < (@ v R) 6nermesi,
(xy=0)© (x =0V y =0) 6nermesini temsil eder. Bu 6nerme matematiksel
olarak dogrudur. Bu nedenle yanlis olmas1 imkansizdir.

Tabloda, P < (@ v R) onermesinin yanhs oldugu satirlar dikkatinizi
cekmis olabilir. O satirlar neden oradadadir? Bunun sebebi, P < (@ vV R)
onermesinin yanlig bir 6nermeyi de temsil edebilecek olmasidir. Bu gormek
icin hocanizin donem sonunda size soyle bir s6z verdigini hayal edin:

Bu dersi gecmek i¢in gerek ve yeter sart finalden “A” veya “B” almaktir.

Bu s6z, P < (@ v R) formundadir ve dogruluk degerleri yukaridaki tabloda
verilmistir. Simdi, finalden “A” aldiginiz1 ancak dersten kaldiginizi diisii-
niin. Bu durumda hocaniz size yalan soylemistir. Burada P yanlistir, @
dogrudur ve R yanligtir. Bu senaryo, tablonun altinci satirinda verilmistir
ve gercekten de P < (@ v R) onermesi orada yanhstir. (Yani bir yalandir).
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Bu 6rnekten cikarilacak ders sudur: Insanlar yalan soyleyebilir ancak
dogru bir matematiksel 6nerme hicbir zaman yalan sdylemez.

Bu bolimii, parantezlerle ilgili bir bilgi vererek bitirelim: ~ sembolii,
cebirdeki eksi isaretine benzer. Kendisini takip eden ifadeyi olumsuzlagtirir.
Bu nedenle ~ P v @ ifadesi (~ P) v@ anlamina gelir. Yani ~ (P v @) anlamina
gelmez. ~ (P v Q) ise P v @ 6nermesinin tamaminin olumsuzunu ifade eder.

Bolim 2.5 Alistirmalar:

Asagida, 1-9 arasinda verilen 6nermelerin dogruluk tablolarimi1 yaziniz:
1. Pv(Q=R) 4. ~(PvQ)Vv(~P) 7. (PA~P)=>Q

2. QVR)e (RAQ) 5. (PA~P)v@ 8. Pv(QA~R)

3. ~(P=>Q) 6. (PA~P)AQ 9. ~(~Pv~Q)

10. Kabul edelim ki (P AQ) Vv R)) = (R v S) yanlis olsun. Buna gore P, @, R ve S’nin
dogruluk degerlerini bulunuz. (Bu soru, dogruluk tablosu olmadan ¢6zilebilir.)

11. Kabul edelim ki P yanlig ama (R = S) © (P AQ) dogru olsun. Buna gore R ve S’nin
dogruluk degerlerini bulunuz. (Bu soru, dogruluk tablosu olmadan ¢6ziilebilir.)

2.6 Mantiksal Denklik

P & @ onermesinin dogruluk tablosuyla ilgilenirken, P ve @ nun ikisi bir-
den dogru veya ikisi birden yanlis oldugunda P < @ 6nermesinin dogru
oldugunu muhtemelen fark ettiniz. Bagka bir deyisle P A @ veya ~PA ~@
onermelerinden az biri dogru ise o zaman P < @ da dogrudur. Bu bize P © @
ile (P AQ) Vv (~ PA ~ Q) 6nermelerinin ayni anlama geldigini soyler.

Bunun gercekten de béyle oldugunu gormek icin (PAQ) Vv (~PA ~ Q) ve
P < @ onermelerinin dogruluk tablolar1 yazabiliriz. Bu isi yaparken, iki
onermeyi de agagidaki gibi ayn1 tabloya yerlestirmek daha uygundur. (Tablo
~P, ~Q, P AQ ve ~PA ~Q ara Onermelerine ait yardimer siitunlar igerir.)

Ple[~P|~@[Pr@]-Pr~-@ [ Pr@QV(~Pr~Q [P=Qq]
plp[y[Y ] b Y D D
ply|[vy[p ]| ¥ Y Y Y
Y[ oD |y | v Y Y Y
vly[p|p]| v D D D

Bu tablo, P ve @ degerleri ne olursa olsun, P < @ ve (PAQ)V(~PA ~ Q) oner-
melerinin ayni dogruluk degerlerine sahip oldugunu gésterir. Bu durum,
Po@ve(PAQ)v(~PA~Q) gibi iki cebirsel ifadenin “girilen” her P ve @
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degiskeni icin ayn1 degere sahip olmasina benzer. Bunu ifade etmek i¢in
PeQ = (PAQ)V(~PA~Q)

yazar ve bu 6nermelerinin mantiksal olarak denk olduklarini soyleriz.
Genellersek, dogruluk tablosundaki dogruluk degerleri satir satir birbi-
rine egit olan iki 6nerme mantiksal olarak denktir.
Mantiksal denklik 6nemlidir ¢iinkii aym1 seye farkh (ve muhtemelen
yararli) bir acidan bakma olanag: sunar. Ornegin, asagidaki tablo P = @
ve (~ @) = (~ P) onermelerinin mantiksal olarak denk oldugunu gosterir.

plef-rl-e[co=cn[P=0q
p[p[ Y |vY D D
D|Y| Y | D Y Y
Y D|D|vY D D
Y Y| D |D D D

Bir ¢ok teorem P = @ formunda oldugu i¢cin P = Q = (~ Q)= (~ P) oldukca
kullanigh bir sonuctur. Unite 5’de gérecegimiz tizere P = @ formundaki bir
teoremi (~ @) = (~ P) olarak ifade edip ispatlamak bazen daha kolaydir.

Mantiksal denklik 6nermelerinden iki tanesi bir isime sahip olacak
kadar onemlidir. Bunlar DeMorgan yasalari olarak bilinir.

Gozlem 2.1 (DeMorgan Yasalari)
1. ~PAQ) = (~P)v(~Q)
2. ~(Pv@) = (~P)N(~@)

DeMorgan yasalarinin ilki agagidaki tabloda dogrulanmigtir. Alistirma-
lardan birinde de ikinci yasay1 dogrulamaniz istenecektir.

Ple]~P|~@[Pre~Pr@|-PVv(@

D|D| Y Y D Y Y
D|Y| Y D Y D D
Y |D| D Y Y D D
Y|Y | D D Y D D

DeMorgan yasalar1 aslinda cok dogaldir. Ornegin, P ve Q dnermelerinin
aynt anda dogru olmasi sé6z konusu degildir seklinde yorumlanabilecek
olan ~ (P A Q) 6nermesini géz 6niine alalim. Eger P ve @ ayni anda dogru
degil ise P ve @’dan en az biri yanhistir. Bu durumda (~ P) v (~ @) dogrudur.
O halde ~ (P AQ) 6nermesi (~ P) v (~ Q) ile ayn1 anlama gelir.
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DeMorgan yasalari ¢cok kullanigh olabilir. Ornegin, ~ (P v ) formundaki
bir 6nerme dogru olsun. DeMorgan yasalarindan ikincisi, (~ P) A (~ @) Oner-
mesinin de dogru oldugunu soyler. Boylelikle hem ~ P hem de ~ @ dogrudur.
Bu tiir ek bilgileri hizlica elde etmek son derece yararli olabilir.

Onemli olan bazi mantiksal denklikler asagida verilmistir. Dogru oldugu
hemen belli olmayanlar, dogruluk tablolar: yardimiyla dogrulanabilir.

P=>Q = (~@)=>(~P) Karsit ters kuralh 2.1)

: g C 8; z :ﬁX :g } DeMorgan kurallar1 ~ (2.2)

i Cg i g CIIZ } Degisme kurallar (2.3)

i ng Xg; z g C g; X g Cg; } Dagilma kurallar (2.4)
11; ng Cg; z EIIZ C g; Cg } Birlesme kurallar: (2.5)

Dikkat edilirse PA(Q VR)=(P AQ) Vv (P AR) ile verilen dagilma 6zelligi,
cebirdeki p-(qg+r)=p-q+p-rile verilen dagilma 6zelligine benzer. Birlesme
ozelligine gelince, P A (@ AR) = (P AQ) AR esitligi parantezlerin gereksiz
oldugunu belirtir. Bu nedenle P A @ A R yazmak bir belirsizlige yol agmaz.
Benzer sekilde P v (Q v R) ifadesindeki parantezler de kaldirilabilir.

Lakin, P v (@ A R) 6nermesinde oldugu gibi A ile v bagla¢larinin karigik
olarak kullanildig1 durumlarda parantez gereklidir. Ger¢ekten de P v(Q AR)
ve (P vQ)AR mantiksal olarak denk degildir. (Bkz: B6liim 2.6, Aligtirma 13.)

Boliim 2.6 Alistirmalar:

A. Dogruluk tablosu kullanarak, agagidaki 6nermelerin denk oldugunu gosteriniz.
1. PAQVR) = (PAQ)V(PAR) 5. ~(PVQVR) = (~P)A(~Q)A(~R)
2. PV(QAR) = (Pv@Q)ANPVR) 6. ~(PAQAR) = (~P)v(~Q)V(~R)
3. P>Q = (~P)v@Q 7. P>Q = (PA~Q@)=>@Qr~Q)

4. ~(PvQ) = ~P)IN(~Q) 8. ~Po@ = P>~QA(~Q=>P)

B. Asagidaki 6nermelerin mantiksal olarak denk olup olmadiklarini belirleyiniz.

9. PAQile ~(~PV~Q) 12. ~(P>Q)ile PA~Q
10. P=>Q)VRile ~(PA~Q)A~R) 13. Pv(QAR)ile (PVQ)AR
11. (~P)A(P > Q) ile ~(Q = P) 14. PAQV ~Q)ile (~P)= (QA~Q)
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2.7 Niceleyiciler

Bircok ciimleyi A, v, ~, = ve < sembollerini kullanarak simgesel formda
yazabiliriz. Daha 6nce gordiigiimiiz iizere bu formlar, ciimlelerin mantiksal
yapisin1 anlamamiza ve (mantiksal denklikte oldugu gibi) farkli ctimlelerin
aslinda ayn1 anlama sahip olabilecegini gormemize yardimci olur.

Ancak bu semboller tek baslarina her 6nermenin tam anlamini ifade
edecek kadar giiclii degildir. Bunu gormek icin elemanlar: tamsayilar olan
X ={x1,x2,x3,...} sonsuz kiimesini ele alalim ve “X kiimesinin her eleman:
tek sayidir.” onermesini ifade etmek istedigimizi var sayalim. Eger P(x) ile
“x tek sayidir.” acik onermesini temsil edersek verilen 6nermeyi

P(x1) AP(x9) ANP(x3) AP(x4) N\ ---

seklinde yazmak zorunda kaliriz. Benzer sekilde “X kiimesinin en az bir
elemanat tektir.” onermesini ifade etmek i¢in de

P(x1) vV P(xg2) v P(x3)VP(xg)V---

yazmak zorunda kaliriz. Burdaki sorun, ifadelerin sonsuza dek siirmesidir.
Bu zorlugun tistesinden gelmek icin iki tane yeni sembol verelim: V
semboliinii “her” sozciigii, 3 semboliini ise “vardir” sozcliigii anlaminda
kullanalim. Buna goére “X kiimesinin her elemani tek sayidir.” 6nermesini
sembolik olarak
VxeX,P(x)

seklide yazabiliriz. “X kiimesinin en az bir elemani tektir.” 6nermesini de
dxe X, P(x)

seklide yazabiliriz. Bu yeni sembollere niceleyiciler denir.

Tanim 2.1 V ve 3 sembollerine niceleyiciler denir.

V sembolii “her” veya “tiim” kelimelerine karsilik gelir.

3 semboli “vardir” veya “bazi” kelimelerine kargilik gelir.

Boylelikle
Her n € 7 i¢gin 2n cifttir,

onermesi agsagidakilerden biriyle ifade edilebilir:
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Vn € Z, 2n ¢ifttir,
VneZ,C(2n).

Benzer sekilde

Dogal sayilar kiimesinin beg elemanh bir X altkiimesi vardir,
onermesi

AX, (X SN)A(X|=5) veya IXcN,|X|=5 yada IX e P(N),|X|=5
olarak ifade edilebilir.

Buradaki V ve 3 sembollerine niceleyiciler denir ¢iinkii bunlar, bir an-
lamda, kendilerini takip eden degiskenin miktarina (yani tamamina veya
bir kismina) atifta bulunur. V semboliine evrensel niceleyici, 3 semboliine
ise varliksal niceleyici denir. Bunlar: iceren 6nermeler nicelenmis 6ner-
melerdir. Bir 6nerme V ile bagliyorsa ona evrensel olarak nicelenmis
onerme, Jile basliyorsa varliksal olarak nicelenmis 6nerme denir.

Ornek 2.5 Asagida, sozel 6nermeler sembolik formlariyla eslestirilmistir.

Tek olmayan her tamsay cifttir.
VneZ,~(ntektir)=> (n cifttir) veya VneZ,~T(n)= C(n).

Cift olmayan bir tamsay1 vardir.
AneZ,~C(n).

Her x reel sayisina karsilik y2 = x olacak sekilde bir y reel sayis1 vardar.
VxeR,IyeR, y? =x.

Herhangi a ve b rasyonel sayilar: i¢in ab rasyoneldir.
Va,beQ,abeqQ.

Simdi (N,Z,Q vb. ancak sadece bunlarla sinirli olmayan) bir X kiimesi
verilsin. Eger P(x) onermesi her x € X icin dogru ise buradan Vx € X,P(x)
nicelenmis 6nermesin dogru oldugu anlasilir. Eger P(x) 6nermesini yanhs
yapan en az bir x € X var ise Vx € X, P(x) onermesi yanhgtir. Benzer gekilde,
P(x) dogru olacak sekilde en az bir x € X var ise 3x € X, P(x) o6nermesi dogru-
dur; aksi halde yanhistir. Boylelikle, Ornek 2.5'deki her 6nerme dogrudur.
Sirada, yanlis olan nicelenmis 6nermelere 6rnek verelim.

Ornek 2.6 Asagida, sembolik formlar: ile eslestirilmis olarak verilen
nicelenmis 6nermelerin hepsi yanlistir.

Her tamsay cifttir.
Vvnez, Cn).
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Bir n tamsayis1 vardir dyle ki n? = 2'dir.
JneZ,n?=2.

Her x reel sayisina karsilik y2 = x olacak sekilde bir y reel sayis1 vardir.
VxeR,IyeR,y? =x.

Herhangi a ve b rasyonel sayilar: i¢in vab rasyoneldir.

Va,beQ,VvabeqQ.

Ornek 2.7 ki tane niceleyici iceren énermelerde, niceleyicilerin sirasina
dikkat edilmelidir ¢iinkii siralamay1 degistirmek anlam degismesine neden
olabilir. Ornek 2.5’te verilen asagidaki 6nermeyi goz oniine alalim:

VxER,EIyeR,y3=x.

Bu 6nerme dogrudur ciinkii x ne olursa olsun y = ¥/x sayis1 y3 = x sartim
saglar. Simdi niceleyicilerin sirasini degistirip 6nermeyi yeniden yazalim:

JyeR,VxeR,y3 =x.

Bu yeni 6nerme, belli bir y reel sayis1 vardir 6yleki biitiin x reel sayilar igin
y3 = x oldugunu soyler. Boyle bir 6zellige sahip say1 olamayacag icin bu
onerme yanlistir. Yukaridaki iki 6nermenin anlamlari tamamen farklidir.

Nicelenmig 6nermeler giindelik konugmalarda genellikle yanlig kulla-
nilir. Muhtemelen birilerinin “Ogrenim harci édeyenler, orencilerin hepsi
degildir.” demek isterken “Biitiin 6grenciler 6grenim harct 6demez.” dedi-
gini duymugsunuzdur. Giindelik konugsmalarda belki affedilebilir olan bu
hata matematikte asla yapilmamalidir. “Biitiin tamsayilar cift degildir.”
dememelisiniz ¢iinkii bu hig ¢ift tamsay1 olmadig1 anlamina gelir. Bunun
yerine “Cift sayilar, tamsayilarin hepsi degildir.” diyebilirsiniz.

Boliim 2.7 Alistirmalar:

Asagidakileri birer ciimle olarak yaziniz. Dogru ya da yanls olduklarini belirtiniz.

1. VxeRx?>0 6. IneN,YX e Z(N),|X|<n
2. VxeR,IneN,x* =0 7. VX cN,3neZ,|X|=n

3. JaeR,VxeR,ax=x 8. Vnez, AXcN,|X|=n
4. VX e ZP(N),X <R 9. VneZ,AmeZ m=n+5
5. VneN,3X e ZN),|X|<n 10. 3meZ,VYneZ,m=n+5
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2.8 Kosullu Onermeler Uzerine Daha Fazlas1

Degisken iceren kosullu onermeler ile ilgili olduk¢a 6nemli bir noktay1
aydinlatma vakti geldi. Bunun i¢in x tamsayilar1 hakindaki

(x tamsayis1 6’'min katidir) = (x tamsayis: ¢ifttir),

ornegine geri donelim. Daha 6nce de belirtildigi tizere 6'nin her kati ¢ift
oldugu i¢in x tamsayisi ne olursa olsun bu énerme dogrudur. Bu gozleme
vurgu yaparak, onermeyi asagidaki formda yazabiliriz:

Vx € Z, (x tamsayis1 6'min katidir) = (x tamsayis: cifttir).
Simdi, ciimlelerin yerlerini degistirerek farkh bir 6nerme yazalim:
(x tamsaysi ¢ifttir) = (x tamsayis1 6'nin katidir).

Bu ifade; x tamsayisinin —6,12,18 vb. baz1 degerleri icin dogrudur ancak (2,4
vb.) diger degerleri i¢cin yanhistir. Dolayisiyla, bu bir 6nerme olmaktan ziyade
bir acik onermedir. (B6liim 2.1’den hatirlanacaga iizere bir acik 6nermenin
dogruluk degeri, belirli bir degiskenin veya degiskenlerin degerine bagldir.)
Ancak bunun oniine evrensel bir niceleyici koydugumuzda

Vx € Z,(x tamsayisi ¢ifttir) = (x tamsayis1 6'nin bir katidir)

elde ederiz ki bu kesinlikle yanligtir. Bu nedenle son ifade bir 6nermedir
yani bir actk onerme degildir. Genellersek, bir x tamsayis1 hakkinda verilen
P(x) ve Q(x) agik onermelerini igeren Vx € Z, P(x) = Q(x) ifadesi ya dogrudur
ya da yanligtir. Bu yiizden bu ifade bir 6nermedir; bir acik 6nerme degildir.

Simdi ¢cok 6nemli olan noktaya geldik. Matematikte; P(x) ve @(x) her-
hangi bir X kiimesine ait x eleman1 hakkindaki acik énermeler oldugunda,
P(x) > Q(x) formundaki bir ifade Vx € X,P(x) > Q(x) 6nermesi olarak an-
lasilir. Bagka bir deyisle, kogullu bir 6nermede agikca belirtilmemis olsa
bile onun 6niinde gizli bir evrensel niceleyici vardir. Bunun sebebi sudur:
Vx € X,P(x) = Q(x) formundaki 6nemleler matematikte o kadar yaygindir
ki onlarin 6niine Vx € X yazmaktan yoruluruz.

Sonug olarak asagidaki ciimle (tiim x degerleri i¢cin dogru oldugundan)
dogru bir 6nermedir:

Eger x tamsayis1 6’'min kati ise x ¢ifttir.
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Ancak, asagidaki onerme (her x i¢cin dogru olmadigindan) yanlhigtir:
Eger x tamsaysi ¢ift ise x tamsayis1 6'nin katidir.

Bu gozlem, kosullu 6nermeleri asagidaki gibi yorumlamaya yonlendirir.
Bu yorum Béliim 2.3’de verilen ile tutarlidir ama ondan daha geneldir.

Tanim 2.2 Eger P ve @ iki 6nerme ya da acik onerme ise
“Eger P ise Q,”

bir 6nermedir. Eger P dogruyken @ nun yanlis olmasi imkansiz ise bu
onerme dogrudur. Eger P dogru fakat @ yanlg olacak bicimde en az bir
durum var ise bu 6nerme yanhstir.

Boylelikle asagidaki onermeler dogrudur:

Eger x € R ise %+ 1> 0 olur.

Eger f fonksiyonu tiirevlenebilir ise f fonksiyonu stireklidir.
Benzer sekilde, asagidaki 6nermeler yanlistir:

Eger p asal ise p tektir. (2 asal sayidir.)

Eger f fonksiyonu rasyonel ise bir asimptotu vardir. (x? rasyoneldir.)

2.9 Tirkcenin Sembolik Mantiga Cevirisi

Teoremlerin ispatlarin1 yazarken (veya okurken), ciimlelerin mantiksal
yapisina ve anlamina dikkat edilmelidir. Bazen bunlar1 mantik sembolleri
iceren ifadelere ayrigtirmak gerekir ya da bunu yapmak yardime1 olur. Bu
ig, zihinsel olarak veya bir karalama kagidi tizerinde yapilabilir. Bazen de
bir ispatin icinde agik bir gekilde yapilabilir. Bu b6liimiin amaci, mantiksal
yapilarini daha iyi anlayabilmeniz icin size yazi dilindeki ciimleleri sembolik
forma aktaracak bir pratik kazandirmaktir. Iste bazi 6rnekler:

Ornek 2.8 Analiz dersinden bildiginiz ortalama deger teoremine bakalim:

Eger f fonksiyonu [a, b] kapal1 araliginda siirekli ve (a, b) acik araliginda
diferansiyellenebilir ise f'(c) = % olacak sekilde bir c € (a,b) vardir.

Bu climle, sembolik olarak su sekilde yazilabilir:

(. ta,bV'de siirekli)A(f, (a,b)'de dif.bilir)) = (3¢ € (@,b), f'(e) = LEL@).
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Ornek 2.9 Bolim 2.1°de verilen Goldbach sanisimi goz éniine alalim:
2’den biiyiik olan her ¢ift tamsayi, iki asal sayinin toplamidir.

Asal sayilarin kiimesi P ve 2’den biiyiik ¢ift sayilarin kiimesi X = {4,6,8,...}
olsun. Bu climle asagidaki gibi sembolik mantik diline aktarilabilir.

(neX)=>(Ip,qeP,n=p+q)
VneX,dp,geP,n=p+q
Goldbach sanisina ait yukaridaki ifadeler 6nemli bir noktay: gosterir.
Birinci ifade (n € X) = Q(n) yapisina, ikinci ifade ise Vn € X,Q(n) yapisina

sahiptir ancak bunlarin anlamlari aynidir. Bu 6nemlidir. Evrensel olarak
nicelenmis her 6nerme, kosullu bir 6nerme olarak da ifade edilebilir.

Gozlem 2.2 X bir kiime ve Q(x) ise her x € X i¢in x hakkinda bir 6nerme
olsun. Asagidaki 6nermeler ayn1 anlama gelir:

VxeX,Qx)
(xeX)=>Q(x).

Bu gozlem oldukg¢a 6nemlidir ¢linkii bir¢cok teorem kosullu bir 6nerme
formundadir. (Ortalama deger teoremi buna bir 6rnektir.) Bir teoremi ispat-
larken, onun ne demek istedigini dikkatli bir sekilde diigiinmeliyiz. Bazen
bir teorem, evrensel olarak nicelenmig bir 6nerme formunda verilir fakat
onu kosullu bir 6nerme seklinde diisiinmek daha pratik olabilir. Yukaridaki
gozlemi anlamak, bu iki form arasinda gecis yapabilmemize olanak verir.

Bu boliimii son bir kag¢ noktaya temas ederek bitirelim. Bir 6nermeyi
sembolik mantik diline aktarirken, onun kastedilmek istenilen anlamina
dikkat edilmelidir. Ornegin hemen atlayarak gordigiiniiz her “ve” kelime-
sini A ile, “veya” kelimesini de v ile degistirmemelisiniz. Iste bir érnek:

x ve y tamsayilarindan en az biri ¢ifttir.

Buradaki “ve” kelimesinin varligi sizi sasirtmasin. Bu 6nermenin anlam1

sas )
sayllardan birinin veya her ikisinin de ¢ift olmasidir. Bu yiizden “ve” degil
“veya” kullanilmasi gerekir:

(x cifttir) v (y cifttir).

Son olarak “ancak” kelimesi, mantiksal olarak “ve” anlamina gelebilir.
Ornegin “x cifttir ancak y tektir” ciimlesi sembolik olarak soyle ifade edilir:

(x cifttir) A (y tektir).
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Boliim 2.9 Alistirmalar:

Asagidaki ciimlelerin her birini sembolik mantik dilinde ifade ediniz.

kW=

o ]

12.

13.

Eger f derecesi 2’den biiyiik olan bir polinom ise f’ sabit degildir.

x pozitiftir fakat y pozitif degildir.

Eger x asal ise /x rasyonel degildir.

Her p asal sayisina karsilik, g > p olacak sekilde baska bir ¢ asal sayis1 vardir.

Her ¢ pozitif sayisina kargilik 6yle bir 6 pozitif sayis1 vardir ki |[x—a| < § oldugunda
|f (x)— f(a)| < & olur.

Her ¢ pozitif sayisina kargilik 6yle bir M pozitif sayis1 vardir ki x > M oldugunda
|f(x)—b| < € olur.

Her x reel sayisi i¢in a + x = x olacak gekilde bir a reel sayis1 vardir.

. Yizi olan hicbir seyi yemiyorum.

. Eger x bir rasyonel say1 ve x # 0 ise tan(x) bir rasyonel say1 degildir.
10.
11.

Eger sin(x) <0 ise 0 < x < 7 olamaz.

Aptallari, sarhoslari, cocuklar:1 ve Amerika Birlesik Devletleri'ni koruyan bir
ilahi taktir vardir. (Otto von Bismarck)

Bazi insanlar1 her zaman kandirabilirsiniz; tiim insanlari baz1 zamanlar kandi-
rabilirsiniz ama her zaman tiim insanlar1 kandiramazsimz. (Abraham Lincoln)

Hersey, bir bagkasinin basina geldigi siirece komiktir. (Will Rogers)

2.10 Onermelerin Olumsuzlastirilmasi

Bir R 6nermesi verilsin. ~ R 6nermesine R’nin degili veya olumsuzu denir.
Eger R karmasgik bir 6nerme ise ~ R 6nermesi genellikle daha sade veya
daha kullanigh bir formda yazilabilir. Bu formu bulma siirecine, R’nin
olumsuzlastirilmasi denir. Teoremleri ispatlarken, belirli 6nermelerin
olumsuzlastirilmasi gerekir. Simdi bunu nasil yapacagimizi aragtiralim.

Aslinda bu konunun bir kismini inceledik. Bolim 2.6’da verilen

~(PAQ)
~PveR)

(~P)v(~Q) (2.6)
(~P)A(~Q) 2.7

DeMorgan yasalari, P AQ ile P v @ onermelerinin nasil olumsuzlagtirila-
cagim gosteren kurallar olarak distinilebilir. Simdi, DeMorgan kurallarini
kullanip “ve” ya da “veya” iceren onermelerin nasil olumsuzlagtirilacagina
dair birkag 6rnek verelim.
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Ornek 2.10 Asagidaki 6nermeyi olumsuzlastirmak isteyelim:
R : Carpanlarina ayirip veya kuadratik formiilii kullanip ¢ézebilirsin.

Bu 6nerme, (Carpanlarina ayirip ¢ozebilirsin) v (Kuadratik formiili kulla-
nip ¢ozebilirsin) anlamina gelir. Bunu P v @ ile gosterirsek, olumsuzu

~PvR)=(~P)IA(~Q)

ile verilir. Bu nedenle, R 6nermesinin degili agagidaki sekildedir:

~R: Carpanlarina ayirip ¢ozemezsin ve kuadratik formiili kullanip
¢O0zemezsin.

Eger ~ R 6nermesini DeMorgan yasalarini kullanmadan bulabildiyseniz
bu iyiye isarettir ¢iinkii DeMorgan yasalarimi 6ziimsediginizi ve onlar
bilincaltindan kullandiginizi gosterir.

Ornek 2.11 Asagidaki 6nermeyi olumsuzlagtiralim:
R : x ve y sayilarinin her ikisi de tektir.
Bu 6nerme, (x tektir) A (y tektir) anlamina gelir. Buna gore olumsuzu

~ ((x tektir) A (y tektir)) ~ (x tektir) v ~ (y tektir)

= (x ¢ifttir) v (y cifttir)
ile verilir. Bu nedenle R’nin degili asagidaki sekillerde ifade edilebilir:
~ R : x cifttir veya y cifttir.

~ R : x ve y sayilarindan en az biri cifttir.

Simdi biraz farkl bir soru tipine bakalim. Cogu zaman, nicelenmis
onermeleri olumsuzlastirmak gerekir. Ornegin, ~ (Vx € N, P(x)) 6nermesini
ele alalim. Bu 6nermeyi sozel olarak su sekilde ifade edebiliriz:

P(x) 6nermesinin her x dogal sayisi icin dogru olmasi s6z konusu degildir.

Buna gore en az bir x i¢in P(x) yanlistir. Bunu sembolik olarak 3x e N, ~ P(x)
seklinde yazabiliriz. Boylece ~ (Vx € N, P(x)) = 3x € N, ~ P(x) olur. Ayn1 man-
tikla ~(Jx e N, P(x)) = Vx €N, ~ P(x) oldugunu gorebilirsiniz. Genellersek,

~(VxeX,Px)) = 3JxeX,~P), (2.8)
~(3xeX,P(x)) = VxeX,~P(x). (2.9)

Bu iki mantiksal denkligi anladiginizdan emin olunuz. Giindelik konusma
diliyle uyumlu olan bu denklikler 6nermelerin anlamini matematiksel
olarak acik bir gekilde ortaya koyar.
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Ornek 2.12 Asagidaki 6nermeyi olumsuzlagtiralim:
R : Her reel sayinin karesi negatif degildir.

Bu 6nerme, sembolik olarak Vx € R,x% = 0 biciminde yazilabilir. Béylece, R
onermesinin degili ~ (Vx e R,x2>20)=3x R, ~ (x> =20) = Ix € R, x2 < 0 ile
verilir. Simdi bunu so6zel olarak ifade edelim:

~R : Oyle bir reel say1 vardir ki o saymin karesi negatiftir.

Dikkat edilecegi tizere R dogrudur fakat ~ R yanhstir. Yukar1 yaptigimiz
gibi ~ R 6nermesini Egitlik (2.8)’i kullanamadan da bulabilirsiniz. Eger
oyleyse iyi yoldasiniz; degilse bunu muhtemelen yakinda yapabileceksiniz.

Ornek 2.13 Birden fazla niceleyici iceren 6nermeleri olumsuzlastirmak
icin Egitlik (2.8) ve (2.9)’un art arda bir¢ok defa kullanilmasi gerekebilir.
Asagidaki 6nermeyi goz oniine alalim:

S : Her x reel sayis1 icin dyle bir y reel sayis1 vardir ki y2 = x olur.
Bu 6nerme, her x reel sayisinin bir kiip koke sahip oldugunu iddia eder ki
bu dogrudur. S 6nermesi, sembolik olarak
‘v’xElR,EIy€[R€,y3=x

seklinde yazilabilir. Simdi bu 6nermenin olumsuzu iizerinde ¢aligalim:

~(VxeR,AyeR,y>=x) = FxeR,~@yeR,y>=x)
= EIxE[R,VyE[R,~(y3=x)
= JxeRVyeR, y®#x.

Boylece, verilen 6nermenin degili yanhstir ve agsagidaki gibi ifade edilebilir.

~ 8 : Oyle bir x reel sayis1 vardir ki her y reel sayis1 icin y° # x olur.
~ S : Biitiin y reel sayilar1 icin y2 # x olacak sekilde bir x reel sayis1 vardir.

Ispatlar yazarken bazen P = @ kosullu 6nermesini olumsuzlastirmak
gerekir. Bu boliimiin geri kalan kisminda bunun nasil yapilacagini acgikla-
yalim. Baglangic olarak “P = @ yanlistir” anlamina gelen ~ (P = @) 6nerme-
sine bakalim. Dogruluk tablolarindan bildigimiz tizere P = @ 6nermesinin
yanlis olmasinin tek yolu vardir: P dogrudur fakat @ yanhstir. O halde,

~P=>Q)=Pr~Q. (2.10)
(Ashinda, Bolim 2.6'nin 13. alistirmasinda bir dogruluk tablosu kullanarak

bu iki 6nermenin mantiksal olarak denk olduklarini gosterdiniz.)
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Ornek 2.14 Belirli bir a (sabit) sayis1 hakkinda verilen asagidaki 6ner-
meyi olumsuzlagtiriniz.

R : Eger a tek say1 ise a? de tek sayidir.
Esitlik (2.10)’u kullanarak, asagidaki olumsuz 6nermeyi elde ederiz.
~R : a tek sayidir ve a? tek say1 degildir.

Ornek 2.15 Bu ornek, 6ncekine benzer ancak sabit bir a sayis1 yerine x
degiskeni kullanilir. Asagidaki 6nermeyi olumsuzlastiralim.

R : Eger x tek say1 ise 22 de tek sayidir.

Bolium 2.8’de bahsedildigi tizere bu 6nerme, evrensel olarak nicelenmis
R:VxeZ, (x tek sayidir) = (x? tek sayidir)

onermesi olarak yorumlanir. Simdi, Esitlik (2.8) ve (2.10)’u kullanarak

R’nin degilini bulalim:

Jx € Z,~ ((x tektir) = (x? tektir))
Jx € Z,(x tektir)A ~ (x? tektir).

~ (Vx € Z, (x tektir) = (x? tektir))

Bunu sozel olarak ifade edelim:
~ R : Karesi tek say1 olmayan bir tek tamsay1 vardir.

Dikkat edilecegi lizere R dogrudur fakat ~ R yanligtir.

Ornek 2.15, P = @ kosullu 6nermesinin nasil olumsuzlastirilacagini gos-
terir. Bu tarz bir problem, bazen daha karmasik olumsuzlagtirma problem-
leri icinde ortaya cikabilir. Asagidaki 5. alistirmaya (ve ¢6ziimiine) bakiniz.

Bolim 2.10 Alistirmalar:

Asagidaki onermeleri olumsuzlagtiriniz.

[y

. x pozitiftir fakat y pozitif degildir.
Eger x asal ise \/x rasyonel degildir.
Her p asal sayisina karsilik, g > p olacak gekilde bagka bir g asal sayis1 vardir.

Ll

Her ¢ pozitif sayisina kargilik 6yle bir 6 pozitif sayis1 vardir ki |[x—a| < § oldugunda

If (x) - f(a)| <€ olur.

5. Her ¢ pozitif sayisina karsilik 6yle bir M pozitif sayis1 vardir ki x > M oldugunda
|f(x)—b| <€ olur.

6. Her x reel sayisi i¢in a +x = x olacak sekilde bir a reel sayis1 vardir.

N

Yiizi olan hicbir seyi yemiyorum.
8. Eger x bir rasyonel say1 ve x # 0 ise tan(x) bir rasyonel say1 degildir.
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9. Eger sin(x) <0 ise 0 < x < 7 olamaz.
10. Eger f derecesi 2’den biiyiik olan bir polinom ise f’ sabit degildir.
11. Biitiin insanlar1 her zaman kandirabilirisiniz.

12. Iki kétiiliik arasinda bir secim yapmak zorunda kaldigimda, heniiz denemedigim
seyi secerim. (Mae West)

2.11 Mantiksal Cikarim

P = @ kosullu 6nermesinin dogru oldugu bilinsin. Bu bilgi bize, ne zaman
ki P dogrudur o zaman @ da dogrudur der. Fakat P = @ 6nermesinin kendi
bagina dogru olmasi P’nin veya @ nun dogru olmasi anlamina gelmez (bun-
larin ikisi birden yanlis ya da P yanlis, @ dogru olabilir). Bununla birlikte
P 6nermesinin de dogru oldugu biliniyor ise o zaman @ mutlaka dogru
olmalidir. Buna akil yiiriitme veya mantiksal cikarim denir. ki tane
dogru 6nermeden ti¢iincii bir énermenin dogru oldugu sonucu ¢ikarilmistir.
Isin 6zii itibariyle P = @ ve P 6nermeleri “iist iiste eklenerek” @ onermesi
elde edilmigtir. Bu durumu P = @ ve P 6nermelerini alt alta yazip, onlar1 @
onermesinden bir cizgi ile ayirarak agagidaki gibi temsil edebiliriz. Burada
anlatilmak istenilen sey, P = @ ile P 6nermelerin birleserek @ 6nermesini

uretmesidir.
P=Q

P

Q
Bu cok sik kullanilan bir diisiince kalibidir. (Aslinda, sayfa 34’deki 6rnekte
kullandigimiz kalip budur.) Bunun bir adi bile vardir: 6nciilii dogrulama.
Asagida, onciilii reddetme ve eleme adi verilen iki tane daha mantik-
sal citkarim verilmigtir. Her iki durumda da (ilgili dogruluk tablolarina daya-

narak) ¢izginin tistiindeki 6nermelerin dogru olmasinin, ¢izginin altindaki
onermenin dogru olmasim gerektirecegine dair kendinizi ikna etmelisiniz.

OnciLy Do&ruLamA OnNciiLt REDDETME ELEME
P=>Q P=>@Q Pv@
P ~Q ~P
Q ~P Q

Bu kurallar1 bilmek 6nemlidir. (Zaten, onciili dogrulama ve elemeyi en
azindan ginlik hayatta kullanmaktayiz.) Ancak isimlerini hatirlamaniza
gerek yoktur. Her zaman kullanmalarina ragmen matematikcilerin ¢ok azi
bunlarin isimlerini hatirlar. Onemli olan isimler degil kurallardar.
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Asagida, ii¢ tane daha mantiksal ¢ikarim verilmigtir. Bunlardan ilki ¢ok
acik bir gozlemi belirtir: P ve @ onermelerinin ikisi birden dogruysa P A @
onermesi de dogrudur. Bunun yani sira P A @ 6nermesinin dogru olmasi,
P (ve ayni zamanda @) onermesinin dogru olmasini gerektirir. Son olarak
eger P dogru ise, @ ne olursa olsun, P v @ dogru olmalidir.

P
Q PAQ p
PAQ P PvQ

Yeterince acik olduklari i¢in bu ¢ikarimlardan neredeyse hi¢ bahsedil-
mez. Ancak bunlar, ispat cimlelerinde siklikla kullanacagimiz mantiksal
cikarim kaliplarinmi temsil eder. Bu nedenle, yukaridaki ¢ikarimlar: kulla-
nirken bu gercegin farkinda olmamiz gerekir.

2.12 Onemli Bir Not

Mantik 6grenme sebeplerini bilmek 6nemlidir. Aslinda bunun ii¢ 6nemli
nedeni vardir. Birincisi; dogruluk tablolar1 bize “ve,” “veya,” “degil” vb. keli-
melerin net anlamlarini séyler. Ornegin “Eger . .. ise” yapisini matematiksel
baglamda kullandigimizda, mantik bunun tam olarak ne anlama geldigini
bize bildirir. Ikincisi; mantiksal cikarim kurallari, bilinen bilgiyi kullana-
rak yeni bilgiler (6nermeler) liretecegimiz bir sistem sunar. Son olarak;
DeMorgan yasalar:1 gibi mantiksal kurallar, belirli 6nermeleri yine onlarla
ayn1 anlama sahip olan (fakat daha kullanigl) 6nermelere doniistiirmemize
olanak verir. Boylelikle mantik, 6nermelerin anlamlarin1 kavramamiza ve
yeni 6nermeler iiretmemize yardimei olur.

»

Mantik, 6nermeleri bir arada tutan bir yapistiricidir. Bize, “Eger ... ise
veya “her” gibi anahtar niteligindeki belirli yapilarin net anlamlarinmi agik¢a
belirtir. Mantik, tiim matematik¢ilerin kullandig ortak dildir. Bu nedenle,
matematigi anlamak ve aktarmak icin onu cok iyi bilmek gerekir.

Ancak mantik, bu temel roliine ragmen, yaptiklarimizin 6n planinda
degil arka planinda bulunur. Bu noktadan itibaren A, v, >, <, ~, V ve 3
gibi zarif sembolleri nadiren yazacagiz. Ama bunlarin anlamlarinin daima
farkinda olmamiz gerekir. Matematiksel bir ctimleyi okurken veya yazarken,
bu sembolleri kullanarak ciimleyi zihnimizde ya da kagit tizerinde ¢éziimler
ve boylece onun dogru ve acik anlamini1 kavrayabiliriz.
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Sayma

Universite diizeyindeki bir kitabin sayma tizerine bir iinite icermesi bi-

raz tuhaf gorinebilir. Sayma, en basit haliyle, bir topluluktaki her bir
nesneyi isaret edip, nesnelerin miktarini belirleyene kadar “bir, iki, tig, ...”
diye soylemektir. Bu ne kadar zor olabilir ki? Aslinda sayma islemi oldukca
karmasik bir hal alabilir. Bu tinitede, sayma kurallarinin inceliklerini arasg-
tiracagiz. Amacimiz “Kac¢ tane?” sorusuna cevap vermektir. Ancak nesneleri
bireysel olarak tek tek saymak yerine, bunu kisa yoldan yapmamiza olanak
veren matematiksel yontemleri inceleyecegiz. Saymak istedigimiz seyleri
cogunlukla bir kiime olarak gruplandirabiliriz. Bu nedenle kiimeler burada
onemli bir rol oynar. Liste kavrami da oldukc¢a kullaniglidir.

3.1 Listeler

Liste, siral1 bir nesneler dizisidir. Bir listeyi belirtmek i¢in 6nce bir parantez
acilir, ardindan nesneler virgiillerle ayrilarak yazilir ve sonra parantez
kapatilir. Ornegin (a,b,c,d,e) ifadesi, Ingiliz alfabesindeki ilk bes harfin
siralanmasiyla olusan bir listedir. Buradaki a,b,c,d,e nesnelerine listenin
girdileri denir. Listenin ilk girdisi a, ikinci girdisi b harfidir. Isimlendirme
bu sekilde devam eder. Eger girdilerin sirasi degistirilirse yeni bir liste elde
edilir. Ornegin,
(a,b,c,d,e) #(b,a,c,d,e).

Listeler kiimelere benzer. Ancak, bir nesneler toplulugu olmaktan ziyade,
liste girdilerin belirli bir sirast vardir. Hatirlanacag tizere kiimelerde

{a,b,c,d,e} ={b,a,c,d,e}

olur ancak —yukarida belirtildigi gibi— bu esitlik listeler i¢in dogru degildir.

Kiimelerin aksine listelerin girdileri tekrar edebilir. Ornegin (S,0,S) ve
(5,3,5,4,3,3) gayet makul birer listedir. Bir listenin uzunlugu, o listenin
girdi sayisidir. Buna gore (S,0, S) listesinin uzunlugu tgtiir, (5,3,5,4,3,3)
listesinin uzunlugu altidir.
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Birkag ornek daha verelim: (a,15) uzunlugu iki olan bir listedir. Benzer
sekilde (0,(0,1,1)) uzunlugu iki olan bir listedir. Bu listenin ikinci girdisi ti¢
uzunlugunda bir listedir. Ayni siradaki ayni elemanlardan olugan iki liste
esittir. O halde esit listeler ayn1 sayida girdiye sahiptir. Farkli uzunluklara
sahip iki liste egit olamaz. Buna gore (0,0,0,0,0,0) #(0,0,0,0,0) olur. Ayrica

e}_{{nek
. . . s
(aalal7§7vae7ryl7§7 Z7l’sytaeys,l) # ( fnumurta )
uz
kahve

olduguna dikkat edilmelidir ¢linkii soldaki listenin 16 girdisi, sagdakinin ise
sadece bir girdisi (iizerinde bazi kelimeler yazan bir kagit parcasi) vardir.

Hig bir girdisi olmayan ¢ok 6zel bir liste vardir. Bu listeye bos liste
denir ve () ile gosterilir. Bu aynm1 zamanda uzunlugu sifir olan tek listedir.

Kolaylik ac¢isindan, listeleri parantez ve hatta virgiil kullanmadan yaza-
biliriz. Ornegin, herhangi bir karmasaya yol acmayacaksa (S,0,S) yerine
SOS yazabiliriz. Ancak bu sekildeki bir kullanim belirsizlige yol agabi-
lir. Ornegin (9,10,11) listesini 9 10 11 seklinde yazmak onu (9,1,0,1,1) ile
karigtirmamiza sebep olabilir. Bu nedenle parantez/virgiil notasyonunu
kullanmak ya da en azindan 9,10, 11 biciminde yazmak en iyisidir. Parantez
ve virgil kullanmadan yazilan semboller listesine bir dize denir.

Bir madeni paray1 on kez atma deneyi, 6rnegin TTYTYYYTTY seklinde
bir dizeyle temsil edilebilir. Iki kez atmak YY, YT, TY veya TT olaylarindan
biriyle sonuclanir. Sifir defa atmaksa () bos listesiyle temsil edilir.

Bir zar1 bes defa atip sonuclar1 kaydettigimizi diistiniinelim. Bu deney
(,®,,),69) ifadesi gibi bir listeyle temsil edilebilir. (Bu liste, zarlardan
ilkinin (J, ikincisinin (4, {icilinciisiin J vb. geldigini belirtir.) Bu listeyi
IEIIIEY ya da kisaca 3,5,3,1,6 biciminde yazabiliriz.

Simdi biri beyaz digeri siyah iki zar1 ayn1 anda attigimizi distinelim. Bu
deneyin tipik bir sonucu {¢J,®} gibi bir kiimeyle modellenebilir. Zarlari alt:
kez atmak, asagidaki gibi alt1 sonuctan olusan bir listeyle temsil edilebilir:

({5, 88}, {3, 885, {2, 88}, {0, @), {0 8}, { 0.8}

Bu listeyi kisaca (I8, (-)83,6368,(- )@, (- )8, )& biciminde de yazabiliriz.
Listeler onemlidir ¢iinkii bircok gercek diinya problemi listelerle ifade
edilerek anlasilir. Telefon numaraniz on rakamh bir listedir. (Bu listede
siralama 6nemlidir ¢linkii rakamlar: yeniden siralamak farkl bir telefon
numarasi verir.) Bayt, 6nemli bagka bir liste 6rnegidir. Bir bayt, uzunlugu
sekiz olan ve 0 ile 1 rakamlarindan olusan bir listedir. Bilgi teknolojileri
diinyasi bayt tizerine kuruludur. Yukaridaki 6rnekler, (bir zarin iki kez
atilmasi gibi) cok-adimh siireclerin de listelerle modellenebilecegini gosterir.
Simdi listeleri sayma veya siraya koyma yontemlerini arastiralim.
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3.2 Carpma Ilkesi

Bircok uygulama problemi, belirli bir 6zelligi veya kosulu saglayan olasi
listelerin sayisini saymay1 gerektirir.

Ornegin ilk girdisi {a,b,c} kiimesine, ikici girdisi {5,7} kiimesine ve
ti¢iinci girdisi de {a,x} kiimesine ait olan ti¢ uzunlugunda bir liste yapmak
istedigimizi varsayalim. Mesela (a,5,a) ve (b,5,a) bu tiirdeki listelerden iki
tanesidir. Bu tirde toplam kag liste vardir? Bu soruyu cevaplamak i¢in ilk
once birinci girdiyi, ardindan ikinci girdiyi ve sonrasinda da tigiincii girdiyi
sectigimizi distiinelim. Bu siireg, Sekil 3.1’de aciklanmastir. Listenin ilk
girdisi icin olan se¢enekler a, b ve ¢ harfleridir. Diyagramin sol tarafi, her
biri bir secenege karsilik gelecek bicimde ii¢ yonde dallanir. Bu se¢im yapil-
diktan sonra, ikinci girdi i¢in iki secenek (5 veya 7) vardir. Bu segenekler,
grafiksel olarak, ilk girdi icin yapilan ii¢ secimden her birinin ikiger tane
dal vermesiyle temsil edilir. Bu modelleme, iigiincii girdi i¢in yapilacak olan
a veya x secimleri icin tekrarlanir. Bu sekilde diyagramin solundan sagina
dogru 3-2-2 =12 tane yol elde edilir. Bunlarin her biri, listenin girdileri i¢in
yapilan belirli bir secime karsilik gelir. Her bir yola karsilik gelen liste, o
yolun sag ucuna yazilmistir. Dolayisiyla, baslangi¢cta sordugumuz soruya
cevap olarak, belirtilen 6zellikte 12 tane olasi liste vardair.

Elde edilen liste
1. secenek 2. secenek 3. secenek

(a,5,a)
(a,5,x)
(a,7,a)
(a,7,x)
(b,5,a)
(b,5,x)
(b,7,a)
(b,7,x)
(c,5,a)
(¢,5,x)
(c,7,a)
(c,7,x)

Sekil 3.1: Uzunlugu 3 olan listelerin olusturulmasi

Yukaridaki 6rnegin ilk girdisi i¢in 3 secenek, ikinci girdisi i¢in 2 secenek
ve tc¢lincl girdisi icin de 2 segenek vardir. Olasi listelerin toplam sayisi,
secenek sayilarinin carpimi olan 3-2-2 = 12 sayisidir. Bu sekilde akil yiiriitme,
carpma ilkesi olarak adlandirdigimiz yontemin bir 6rnegidir. Bu yontemi
aciklamadan once bir 6rnek daha verelim.
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Tekrar eden bir harficermemek kosuluyla {a,b,c,d} harflerinden olusan
ve uzunlugu 4 olan bir liste yapmak istedigimizi varsayalim. Ornegin, abed
ve cadb bu tirdedir ancak aabc ve cach degildir. Bu tiirde kag liste vardir?

Bu soruyu, her bir liste girdisi i¢in yapilabilecek se¢imleri temsil eden
bir agac¢ kullanarak inceleyelim. Boyle bir listeyi olusturmaya ilk girdiyle
baslayabiliriz. Bu girdi icin a,b,c veya d harflerinden yapilabilecek dort
secenek vardir. Agacin sol kosesi bu seceneklerin her birine bir dal verecek
sekilde acilir. Ilk girdi icin secilen harf, o listede tekrar kullanilamaz. Bu
nedenle ikinci girdi i¢in geriye 3 secenek kalir. Birinci ve ikinci girdiler i¢in
birer harf secildikten sonra, bu harfler ticiincii girdi olarak kullanilamaz.
Bu noktada yapilabilecek sadece 2 se¢cenek vardir. Dordiincii girdiye geldi-
gimizde, elde kalan son harfi kullanmak zorunda kalirz. Bir bagka deyisle,
yapilabilecek 1 secenek kalir.

Bu siirec; ilk girdi icin 4 harf, ikinci girdi i¢cin 3 harf, {iciincii girdi i¢in
2 harf ve dordiincu girdi icin de 1 harf secerek yapilabilecek tiim olasi
listelerin nasil olusturulacagini gosteren agagidaki agacta acitklanmigtir.
Buradan, toplam liste sayisinin 4-3-2-1 yani 24 oldugu goriilebilir.

1. secenek 3. secenek  Elde edilen liste
2. secenek l 4. secenek /

i \

abed

© abdc

acbd
acdb
adbc
adcb
bacd
badc
becad
beda
bdac
bdca
cabd
cadb
cbad
cbda
cdab
cdbe
dabce
dacb
dbac
dbca
dcab
dcba

®® ® & & ® OO ® O

©
EEREEEEEEEE®EEE®E®REE®E®

@EEEGOREERE®EEERE®EEE®®®

Sekil 3.2: Uzunlugu 4 olan tekrarsiz listelerin olusturulmasi
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C

Bu agaclar; belirli bir siirece tabi tutularak olusturulan liste sayisinin,
her bir girdi i¢in yapilabilecek se¢im sayilarinin carpimina egit oldugunu
gosterir. Bu sekildeki akil yuriitmeyi bir gézlem olarak 6zetleyelim.

Goézlem 3.1 (Carpma Ilkesi) Uzunlugu r olan bir liste yapilirken; ilk
girdi i¢in a; tane olas1 secenek, ikinci girdi i¢in ag tane olasi segenek,
uclinci girdi icin ag tane olasi segenek vb. oldugunu kabul edelim. Bu
sekilde yapilabilecek birbirinden farkli liste sayisi a;-as-a3---a, tanedir.

Capma ilkesini kullanirken, a1 -ag----- an tane dali olan bir agac ¢izmek
zorunda degilsiniz. Sadece secenek sayilarini carpmaniz yeterlidir!

Ornek 3.1 Amerika Birlesik Devletleri'ndeki standart bir plaka, ii¢ harf
ve onu takip eden dort sayidan olusur. Ornegin, JRB —4412 ve MM X —8901
standart plakalardan ikisidir. Ka¢ tane farkli standart plaka olabilir?
Coziim: JRB-4412 gibi standart bir plaka, uzunlugu 7 olan (J,R, B,4,4,1,2)
listesine karsilik geldigi icin bu tiurdeki olas: listeleri saymak yeterlidir.
Carpma ilkesini kullanalim. Listenin ilk girdisi icin a; = 26 (alfabenin?!
her harfi icin bir tane) secenek vardir. Benzer sekilde ikinci girdi i¢in ag =
26 secenek, ucilinci girdi i¢in a3 = 26 secenek vardir. Dordiincii girdi i¢in
a4 =10 tane secenek vardir. Aym sekilde a5 = ag = a7 = 10 olur. Bu nedenle,
toplamda ai-as-a3-as-a5-a¢-a7 =26-26-26-10-10-10-10 = 175.760.000 adet
olas1 standart plaka bulunmaktadir.

Ornek 3.2 Bir latte siparis ederken tam yagl, yagsiz veya soya siitii;
kiicik, orta veya biiyik boy; bir veya iki 6l¢ii espresso secenekleri olsun.
Buna gore kacg farkh siparis verilebilir?

Coziim: Yapilacak siparis (siit, boy, 6lcii) listesiyle modellenebilir. Ik girdi
icin 3, ikinci girdi i¢in 3 ve ti¢iinci girdi i¢in ise 2 secenek vardir. Carpma
ilkesi geregince toplam 3-3-2 =18 tane secenek vardir.

Iki cesit liste sayma problemi vardir. Bir tarafta, plakalar ve telefon
numaralarinda oldugu gibi listenin girdileri tekrar edebilir. Ornegin, birden
cok C ve 4 sembolleri iceren CCX —4144 dizisi gayet gecerli bir plakadir.
Diger tarafta, Ornek 3.2’deki (siit, boy, 6lcii) listesinde oldugu gibi baz1
listelerde sembollerin tekrar etmesi bir anlam ifade etmeyebilir ya da buna
izin verilmez. Ilk liste tiiriinde tekrar kullanima izin verildigini, ikinci
liste tiriinde ise tekrar kullanima izin verilmedigini belirtiriz. (Tekrar
kullanima izin verilmeyen listeleri tekrarsiz liste olarak adlandiririz.)
Asagidaki 6rnek bu ikisi aradaki fark: acgiklar.

lingiliz alfabesinde 26 harf vardir.
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Ornek 3.3 A, B, C, D, E, F, G harflerinden olusturulan ve uzunlugu 4
olan listeleri diisiinelim.
(a) Tekrar kullanima izin verilen kag liste olusturulabilir?
(b) Tekrar kullanima izin verilmeyen kagc liste olusturulabilir?
(¢) Tekrar kullanima izin verilmeyen listelerden kagi E harfini icerir?
(d) Tekrar kullanima izin verilen listelerden kaci1 E harfini icerir?

Coziimler:
(a) Listeyi; asagida gosterildigi gibi A,B,C,D,E,F ve G harflerinden yapi-
lan secimlerle doldurmak istedigimiz dort kutu bigciminde diigiinelim.

7 se(;enell%l
7 se(;ene

7 secenek
7 secenek

Her bir kutu icin yapilabilecek yedi tane se¢im vardir. Carpma ilkesi,
bu sekildeki toplam liste sayisinin 7-7-7-7 = 2401 adet oldugunu soyler.

(b) Bu soru, sembollerin tekrar kullanimina izin verilmemesi diginda
oncekiyle aynmidir. Ilk kutu icin yedi farkl secim yapilabilir. Bu kutu
doldurulduktan sonra icinde yer alan sembol bir daha kullanilamaz.
Bu nedenle ikinci kutu icin alt1 tane farkh secenek kalir. Ikinci kutu
doldurulduktan sonra iki harf kullanilmig olur. Buna gére ti¢iincii
kutu icin geriye bes secenek kalir. Son olarak ti¢iinci kutu da doldu-
ruldugunda son kutu i¢in sadece dort tane harf kalir.

7 segenek
6 segene
5 segenek
4 secenek

Buna gore girdileri tekrar etmeyen 7-6-5-4 = 840 adet liste vardir.

(¢c) Sembollerin tekrar kullanimina izin verilmeyen ve i¢inde E harfini
barindiran 4 uzunluklu listeleri saymamiz istenmektedir. E harfi bu
listede sadece bir defa kullanilabilir. Bu listeleri; E harfinin birinci,
ikinci, tigiincii veya dordiinci girdi olarak kullanildigr dort kategoriye
ayiralim. Bu dort kategori asagida verilmigtir.

Tir 1 Tir 2 TﬁI’ 3 Tﬁr 4
6 segenek %l 6 segenek %l 6 segenek %l 6 segenek
5 segene segene 5 segenek 5 segenek
4 secenek 4 segenek 4 segenek 4 segenek
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Ik girdi olarak E harfinin kullanildig: birinci liste tiiriinii goz oniine
alalim. Ikinci girdi icin geriye alt1 secenek (A,B,C,D, F veya G), ii¢iincii
girdi i¢cin bes secenek ve dordiincii girdi i¢in ise dort secenek vardar.
Dolayisiyla ilk girdisi E olan 6-5-4 = 120 tane liste vardir. Yukaridaki
diyagramda gosterildigi gibi ikinci, ticlincli veya dordiincii girdisi E
olan 6-5-4 = 120’ser tane liste vardir. Boylece, sadece bir tane E iceren
120+ 120+ 120 + 120 = 480 adet tekrarsiz liste vardir.

(d) Sembollerin tekrar kullanimina izin verilen, E harfini iceren ve uzun-
lugu dort olan listeleri saymamiz istenmektedir. Bunun i¢in géyle bir
yol izleyebiliriz: Bu 6rnegin (a) sikki geregince tekrar kullanima izin
verilen 7-7-7-7 = 7% = 2401 tane liste vardir. Acikcasi, bu say1 soru-
muzun cevabi degildir ¢linkii bu listelerin bir ¢ogu E harfini icermez.
Buna gore E icermeyen liste sayisin1 2401’den ¢gitkarmamaz gerekir. E
icermeyen bir liste hazirlarken her girdi i¢in alt1 secenek vardir (¢linkii
A,B,C,D,F veya G harflerinden herhangi biri secilebilir). Boylelikle
E icermeyen 6-6-6-6 = 6* = 1296 liste vardir. Bu nedenle, sorumuzun
cevabi olarak, en az bir E iceren ve tekrar kullanima izin verilen
2401 -1296 = 1105 tane liste vardir.

Baska bir 6rnege gegcmeden 6nce 6nemli bir noktaya deginelim. Muhte-
melen (d) sikkinin (c)’ye benzer bir sekilde ¢oziiliip ¢oziilemeyecegini merak
etmigsinizdir. Simdi bunu o sekilde yapmay1 deneyelim. En az bir E igeren
ve tekrar kullanima izin verilen 4 uzunluklu listeleri saymak istiyoruz.
Asagidaki sema (c)’den uyarlanmigtir. Aradaki tek fark sudur: Yedi harften
her biri tekrar kullanilabilir. Bu nedenle her kutu i¢in yedi secenek vardir.

Tiar 1 Tir 2 Tir 3 Tar 4
(E], Q LD (Q, ELLLLD (Q, ,[E, LD (Q, , L1, [ED
7 secenek 7 segenek 7 segenek 7 segenek
7 secenek 7 secenek 7 secenek 7 secenek
7 secenek 7 secenek 7 segenek 7 secenek

Toplam olarak 72 + 72 + 72 + 72 = 1372 tane liste vardir. Bu say1, (d) sik-
kinda buldugumuz 1105 (dogru) cavabindan biytiktiir. Burada neyin yanls
gittigini gormek zor degildir. Ornegin (E,E,A,B) listesi hem birinci hem
de ikinci tiirde bir listedir. Bu nedenle iki defa sayilmigtir. Benzer sekilde
(E,E,C,E) hem birinci hem ikinci hem de ucilinci tiirdedir. Yani ti¢ defa
sayillmigtir. Aslinda bir defadan fazla sayilan ¢ok sayida liste bulabilirsiniz.
Sayma problemlerini ¢ozerken, bu tiir ¢ift sayma veya ti¢ defa sayma ya da
daha kotiisiinden kaginmak i¢in daima dikkatli olmamiz gerekir.
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Bir sonraki bolimde (c) ve (d) siklarinda kullandigimiz yontemleri sis-
tematik bir gekilde ifade eden iki sayma ilkesi daha verecegiz. Bu ilkeleri
carpma ilkesiyle beraber kullanarak sayma problemlerindeki ¢ift sayma
hatalarindan kacginabiliriz. Fakat oncesinde, carpma ilkesine bir 6rnek
daha verelim. Bu 6rnek, diisebilecegimiz bagka bir hataya dikkat ceker.

Ornek 3.4 A,B,C,D,E, F, G harflerinden uzunlugu 5 olan tekrarsiz bir
liste yapilmak isteniyor. Ilk girdisi B, C veya D; son girdisi ise sesli bir harf
olan kag liste yapilabilir?

Coziim: Bes kutudan olusan bir liste yaparak ise baslayalim. Ilk kutu B,
C veya D harflerini icerebilir. Bu yilizden bu kutu i¢in {i¢ secenek vardir.

(03,0, 0, 0L 0D

3 secenek

Geri kalan 4 kutu i¢in 6 harf kalir. Bu kutular, ¢ok fazla diisiinmeden, her
defasinda yeni bir harf kullanarak birer birer dolduralim.

T T T -
k

6 secenek
5 secene
4 secenek

Son kutuya geldigimizde ortaya bir sorun ¢ikar. Bu kutu sesli bir harf
icermelidir fakat bildigimiz tek sey bunlarin birini ya da her ikisini 6nceki
kutularda kullanmis olabilecegimizdir. Son kutu i¢in yapilabilecek se¢im
say1sinm1 bilmedigimizden dolay1 carpma ilkesi kullanilmaz hale gelmistir.

Bu problemi ¢ozmenin dogru yolu, oncelikle (kisitlamalara tabi olan)
ilk ve son kutular1 doldurmaktir.

s T

Daha sonra, geri kalan ortadaki kutular1 elde kalan 5 harfle doldurabiliriz.

3 se(;enek 2 segenek
5 segene
4 secenek
3 segenek

Carpma ilkesi geregince, istenilen tiirde 3-5-4-3-2 = 360 tane liste vardir.

Bir sonraki bolimde verilecek olan yeni ilkeler genellikle carpma il-
kesiyle beraber kullanilir. Bu nedenle, bilgilerinizi sinamak i¢in birkac
aligtirma tizerinde ¢alisabilirsiniz.
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Boliim 3.2 Alistirmalar:

1.

10.

Tekrar kullanmima izin verilmek kosuluyla 7, H, E, O, R, Y harflerinden yapilmig
olan listeleri diigtinelim.

(a) Uzunlugu 4 olan kagc liste vardir?

(b) Uzunlugu 4 olan ve T ile baslayan kag liste vardir?

(¢) Uzunlugu 4 olan ve T ile baglamayan kag liste vardir?

. Havaalanlar1 3 harfli kodlarla temsil edilir. Ornegin Virginia Richmond hava-

alanm1 RIC koduna, Tennessee Memphis havaalani ise MEM koduna sahiptir.
Kag tane 3 harfli kod tretilebilir?

. A, B, C, D, E, F harflerinden uzunlugu 3 olan listeler yapilmak isteniyor.

(a) Sembollerin tekrar kullanimina izin verilmek kogulu ile ...

(b) Sembollerin tekrar kullanimina izin verilmemek kogulu ile ...

(¢) Sembollerin tekrar kullanimina izin verilen ve A harfini igeren ...

(d) Sembollerin tekrar kullanimina izin verilen ve A harfini icermeyen ...

kacg tane liste yapilabilir?

. Bir kahve siparis ederken, normal veya kafeinsiz; kiiciik, orta veya biiyiik boy;

cam veya karton bardak secenekleri var olsun. Buna gore bir kahve ka¢ farkli
sekilde siparig edilebilir?

. Bu problem, 10011011 veya 00001010 6rneklerinde oldugu gibi 8 basamakl ikili

dizeler (yani 0 ile 1 rakamlarindan olugan 8 basamakl sayilar) hakkindadir.

(a) Bu sekilde kag tane dize vardir?

(b) Bu dizelerin kag tanesi 0 ile biter?

(¢) Ikinci ve dordiincii rakami 1 olan kag dize vardir?
(d) Ikinci veya dérdiincii rakami 1 olan kag dize vardir?

. 11k 6nce bir madeni para, sonra bir zar atilsin ve sonra da 52 kartlik bir deste

iskambil kagidindan bir kart ¢ekilsin. Bu deney kag farkli sekilde sonug¢lanabilir?
Gelen zarin J oldugu kacg sonug vardir? Gelen zarin tek say1 oldugu kag¢ sonug
vardir? Gelen zarin tek say1 ve ¢ekilen kartin papaz oldugu kag¢ sonug vardir?

. Bu problem A, B, C, D,...,Z harflerinden olusturulan 4 harfli kodlarla ilgilidir.

(a) Bu sekilde kag tane kod olusturulabilir?
(b) Bu kodlarin ka¢ tanesinde ayni iki harf yan yana gelmez?

. Bir madeni para 10 kez art arda atiliyor. Yazi ve turalarin olas: kag dizesi vardir?
. Yeni bir araba; beg farkli renk, ii¢ farkli motor biytikligu ve iki farkh vites

secenegi ile gelmektedir. Buna gore kag tane farkli kombinasyon olusturulabilir?

Bir zar arka arkaya dort kez atiliyor. Ornegin, EIEIE) veya EIEIEIE] olast
sonuclardan iki tanesidir. Buna gore kac farkli sonu¢ miimkindiir?
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3.3 Toplama ve Cikarma Ilkeleri

Simdi iki tane daha sayma ilkesi verelim: toplama ve ¢ikarma ilkeleri.
Aslhinda bu ilkeler tamamauyla yeni degildir ¢linkii onlar1 yillarca sezgisel
olarak kullandiniz. Burada, bu iki temel diisiince modelini isimlendirip
onlar1 kiimeler dilinde ifade edecegiz. Bu isi yapmak; onlar1 ne zaman
kullandigimizi fark etmemize ve daha da énemlisi, kullanilabilecekleri yeni
durumlar: gérmemize yardimei olacaktir.

Eger bir kiime parcalara boliinebilirse toplama ilkesi o kiimenin eleman
sayisinin, parcalarin eleman sayilar: toplamina esit oldugunu belirtir.

Gézlem 3.2 (Toplama Ilkesi)
Sonlu bir X kiimesi X = X; uXqoU---UX, seklide yazilsin. Eger i # j iken
X; ﬂXj =@ ise |X| = |X1| + \le +- 4 |Xn| olur.

(Xl X,

& Xo X3 X5

Ik olarak, toplama ilkesine atif yapmadan onu dogal bir sekilde kullan-
digimiz Ornek 3.3 (c)’yi tekrar ele alalim.

Ornek 3.5 E harfini icermek kosuluyla A, B, C, D, E, F, G harflerinden
olusturulan ve uzunlugu 4 olan kac tekrarsiz liste yapilabilir?

Coziim: Ornek 3.3 (c)’de bu listeleri dort tiire ayirdik. Bu isi; E harfinin
birinci, ikinci, ticlincii veya dordiincii sirada olmasina bagli olarak yaptik.

Tir 1 Tir 2 Tiir 3 Tir 4

EIL LI LJEL L] LILIEL] LILILIE
6 5 4 6 5 4 6 5 4 6 5 4

Daha sonra, birinci tirdeki listeleri saymak icin carpma ilkesini kul-
landik. Ikinci girdi icin 6, iiciincii girdi icin 5 ve dordiincii girdi icin ise 4
secenek vardir. Bu secenekler, yukarida ait olduklar siradaki kutularin al-
tina yazilmigtir. Carpma ilkesi, birinci tiirde 6-5-4 = 120 tane liste oldugunu
gosterir. Benzer sekilde ikinci, liciincii ve doérdiinci tiirde 6-5-4 = 120’ser
tane liste vardir.

X EABC X, AEBC X; ABEC X4 ABCE
EACB AECB ACEB ACBE
X EBAC BEAC BAEC BACE
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Sonrasinda; saymak istedigimiz kiimeyi sirasiyla birinci, ikinci, ticiincii
ve dordiincii tiirdeki listelerden olusan X, Xo, X3 ve X4 parcalarina ayrilmig
bir X kiimesi olarak diisiindiik ve toplama ilkesini sezgisel olarak uyguladik.

Toplama ilkesi, |X| = |X1|+ |Xo| +|X3| +[X4] = 120 + 120 + 120 + 120 = 480
tane listenin E harfi icerdigini soyler.

Toplama ilkesi belirli kiimelerin elemanlarim1 saymak icin kullanilir.
Her bir X; kiimesinin X kiimesininden daha kolay sayilabildigi durumlarda,
X kiimesini X = X;uXsuU---UX, seklinde parcalayabilirsek toplama ilkesi
bize |[X|=|X1]|+|Xg|+|X3|+---+|X,| oldugunu soyler.

Ancak Gozlem 3.2’de belirtildigi gibi bu ilkenin uygulanabilmesi i¢in
herhangi iki X; kiimesinin kesisiminin @ olmasi gerekir. Ornegin, X1 ve Xo
kimelerinin ortak bir eleman1 varsa bu eleman hem |X;| hem de | Xs|'de
sayilacagl icin |X| < |X1|+ |Xa| +--- +|X,| olur. (Bu durum, Ornek 3.3%in
sonunda bahsedilen ¢ift sayma sorunudur.)

Ornek 3.6 Bes basamakl cift sayilardan kac: sadece bir tane 6 rakami
icerir fakat hic 0 rakami icermez? Ornegin, 55634 ve 16118 sayilar: belirti-
len tiirdedir. Ancak (0 iceren) 63304, (birden fazla 6 iceren) 63364 ve (¢ift
olmayan) 55637 sayilari belirtilen tiirde degildir.

Coziim: Bu tirdeki sayilarin kiimesi X olsun. Amacimiz, sorunun cevabi
olan |X| sayisin1 bulmaktir. Asagida gosterildigi gibi i —yinci rakamai 6 olan
sayilarin kiimesine X; diyelim. Buna gore X = X;uX,uX3UX,UX5 yazilabilir.
Dikkat edilirse i # j iken X; ve X; kiimelerinin icerdikleri 6 rakami farkh
siralarda oldugu i¢in X; N X; = ¢ olur. $imdi, carpma ilkesini kullanarak
her bir | X;| sayisin1 hesaplayalim ve sonra da toplama ilkesini uygulayalim.

Xl X2 X3 X4 X5
6l [ [ [ | [ [l [ [ ] L[ e[ [ [[]T[ef ] [[[][6
8 8 8 3 8 8 8 3 8 8 8 3 8 8 8 3 8 8 8 8

X1 kiimesindeki her say1 6 ile baglar. Bunu takip eden ii¢ hane, (izin
verilmeyen) 0 veya (zaten kullanilmis olan) 6 disindaki rakamlardan olugur.
Bahsi gecen bu ii¢ haneden her biri i¢in sekizer secenek vardir. X; kiimesi
cift sayilardan olustugu icin son rakam sadece 2,4 veya 8 olabilir. Yani son
rakam icin sadece ii¢ secenek vardir. Carpma ilkesi, |X1|=8-8-8-3=1536
oldugunu soyler. Benzer sekilde |Xs| = | X3| = |X4| =8-8-8-3 = 1536 bulunur.

Dikkat edilirse X5 biraz farklidir ¢iinkii son rakami daima 6 olmak
zorundadir. Buna gore carpma ilkesinden | X5|=8-8-8-8 = 4096 bulunur.

Simdi toplama ilkesini kullanalim: Hi¢ 0 icermeyen ve bir tane 6 iceren
X =1X1]+1X2] +1X3] + | X 4] + | X5 = 1536 + 1536 + 1536 + 1536 + 4096 = 10.240
adet bes basamakl ¢ift say1 vardir.
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Simdi sira bir sonraki sayma yonte- U
mine geldi: ¢ctkarma ilkesi. Sag tarafta
oldugu gibi ise X kiimesini U evrensel
kiimesinin bir altkiimesi kabul ederek U-X
baslayalim. Burada X = U — X tiimleyen
kiimesi taranmigtir. Bu taral bolgedeki
nesneleri saymak istedigimizi varsayalim. Dikkat edilecegi lizere bu sayi,

U kiimesindeki nesnelerin sayisinin X kiimesindeki nesnelerin sayisindan
farkidir. Yani |U - X| = |U| - |X| olur. Cikarma ilkesi tam da budur.

Gézlem 3.3 (Cikarma Ilkesi)
Eger X kiimesi, sonlu bir U kiimesinin altkiimesi ise |X| = |U| - |X| olur.
Bir baska deyisle, eger X cU ise |[U-X|=|U|-|X] olur.

Belirli bir U kiimesini; baz1 elemanlarini dahil etmeden saymak, onlar:
dahil edip saymaktan daha kolay ise ¢cikarma ilkesi kullanilir. Aslinda bu
diisiince bicimini daha 6nce gordiik. Ornek 3.3’iin (d) sikkinda, bu ilkeye
atif yapmadan onu dogal bir bicimde kullandik. Bunu a¢ik¢a géormek icin
aym ornegi ¢cikarma ilkesi dilini kullanarak tekrar ¢ozelim.

Ornek 3.7 A, B, C, D, E, F, G sembollerinden olusan ve uzunlugu 4 olan
tekrarh listelerin kag tanesi en az bir adet E harfi icerir?

Cozim: Boyle bir liste; bir, iki, ti¢ veya dort tane E harfi icerebilir. Bu
harfler cesitili siralarda olabilecegi i¢in durum oldukc¢a karmasiktir.

Simdi E icerip icermedigine bakmaksizin A, B, C, D, E, F, G harflerinden
olusan ve uzunlugu 4 olan listelerin kiimesine U diyelim. Bu kiimeyi saymak
oldukca kolaydir. Carpma ilkesi, |[U|=7-7-7-7 =2401 oldugunu soyler.

Hig E icermeyen listelerin kiimesine X dersek bu kiimeyi saymak da
ayni1 derecede kolaydir. Carpma ilkesi | X|=6-6-6-6 = 1296 oldugunu sdoyler.

Dikkat edilirse en az bir tane E igeren listelerin kiimesi U — X kiimesidir.
Cikarma ilkesine gore |U - X| = |U|—|X|=2401-1296 = 1105 olur.

Nesneleri saymaya devam ettigimiz siirece; carpma, toplama ve cikarma
ilkelerini kullanmak i¢in bircok firsatimiz olacak. Genel olarak bu ilkeler,
heniiz daha incelemedigimiz diger sayma ilkelerinin i¢cinde ortaya cikar.
Bu nedenle, diger boliime ge¢cmeden 6nce bazi alistirmalar: ¢ozerek mevcut
bilgileri pekistirmek onemlidir.
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Boliim 3.3 Alistirmalar:

1.

10.

11.

12,

Bes tane kart, 52 kartlik standart bir desteden dagitilarak siraya diziliyor. En
az bir tane kirmizi renkte kart iceren kag siralama yapilabilir? Tim kartlarin
siyah ya da tim kartlarin kupa oldugu kag siralama yapilabilir?

. Bes tane kart, 52 karthik standart bir desteden dagitilarak siraya diziliyor. Bes

kartin hepsinin de ayni tiirden oldugu kag siralama vardir?

. Bes tane kart, 52 karthik standart bir desteden dagitilarak siraya diziliyor. Bes

kartin hepsinin de ayni renkten (yani hepsinin siyah veya hepsinin kirmizi)
oldugu kag siralama yapilabilir?

. Beg tane kart, 52 kartlik standart bir desteden dagitilarak siraya diziliyor. Bes

karttan sadece bir tanesinin kiz oldugu kag siralama yapilabilir?

. Rakamlari tekrar etmeyen ve 1 ile 9999 arasinda olan kac tane tamsay1 vardir?

En az bir rakami tekrar eden kag tane tamsay1 vardir?

. A, B, C, D, E harflerinden olusturulan tekrarl listeleri diisiinelim.

(a) Uzunlugu 5 olan ve en az bir harfi tekrar eden kag liste vardir?
(b) Uzunlugu 6 olan ve en az bir harfi tekrar eden kag liste vardir?

. Belirli bir web sitesi sifresinin, Ingiliz alfabesindeki bes harften olugmasi ve

en az bir biyik harf icermesi gerekmektedir. Ka¢ farkh sifre olusturulabilir?
Biyik ve kiciik harflerin karigtirilmasi gerekirse ne olur?

. Buproblem A, B, C, D, E, F, G, H, I, J harflerinden yapilan listelerle ilgilidir.

(a) Bes karakterden olusan, sesli bir harfle baglayan ve tekrar kullanima izin
verilmeyen kag liste yapilabilir?

(b) Bes karakterden olusan, sesli bir harfle baglayip sesli bir harfle biten ve
tekrar kullanima izin verilmeyen kac liste yapilabilir?

(c) Beskarakterden olusan, sadece bir tane A harfiiceren ve tekrar kullanima
izin verilmeyen kag liste yapilabilir?

. A, B, C, D, E, F, G, H harflerinden yapilan ve uzunlugu 6 olan listeleri ele alalim.

Iki tane sesli harf yan yana gelecek sekilde kac tekrarsiz liste olusturulabilir?

Sembollerin tekrar kullanimina izin verilmek kosuluyla P, R, O, F, S harfle-
rinden olusturulan ve uzunlugu alt1 olan listeleri gz 6niine alalim. (Ornegin,
(PR,0O,0,F,S) bu listelerden biridir.) Buna gore S ile biten ve birden fazla O
iceren kac liste yapilabilir?

1 ile 1000 arasindaki tamsayilardan kag tanesi 5 ile tam boluniir? Kag tanesi 5
ile tam bolinmez?

Bir kitaplik rafinda alt1 tane matematik kitabi, dort tane fizik kitabi ve ii¢ tane
de kimya kitab1 bulunmaktadir. Ayn1 alandaki kitaplar yan yana gelecek sekilde
kag farkh diizenleme yapilabilir?
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3.4 Faktoriyel ve Permiitasyon

Onceki iki boliimiin érneklerinde, n tane sembolden olusan ve uzunlugu
n olan tekrarsiz listelerin siklikla sayilmasi gerektigi dikkatinizi cekmis
olabilir. Cok sik kargilasilan bu problemin tistesinden gelmek icin faktoriyel
kavrami kullanilir.

Asagidaki tablo bu kavrami aciklar. Ilk siitun, 0 ile baslar ve n tam-
sayisinin ardigik degerlerini listeler. Ikinci siitiin, » tane sembol iceren
{a,b,...} kiimesini belirtir. Ugiincii siitun, bu sembollerden olusturulan
ve uzunlugu n olan biitiin tekrarsiz listeleri igerir. Son siitun, bu tiirdeki
listelerin sayisini sayar. Dikkat edilirse n = 0 oldugunda, uzunlugu 0 olan
ve 0 tane sembolden olusan sadece bir tane liste vardir; o da () ile gosterilen
bos listedir. Bu nedenle o satirin son siitununa 1 yazilmigtir.

n | Semboller | Uzunlugu n olan tekrarsiz listeler n!

0| {} O 1

1| {a} a 1

2 | {a,b} ab, ba 2

3 | {a,b,c} abc, acb, bac, bca, cab, cba 6
abed, acbd, bacd, bcad, cabd, cbad,

¢ 4bedt | G0 aden, i, biea, edab, cdva, |
dabe, dacb, dbac, dbca, dcab, dcba,

Her n > 0 i¢in son siitunda bulunan sayilar ¢carpma ilkesi kullanilarak
hesaplanabilir: » tane sembolden olusan ve uzunlugu n olan tekrarsiz
liste say1s1 n(n —1)(n —2)---3-2- ’dir. Ornegin, n = 4 icin verilen satirin son
stitunundaki say1 4-3-2-1 = 24’ddr.

Yukaridaki tablonun n—yinci satirinin son siittununda bulunanan sayiya
n faktoriyel denir. Bu say1 n! sembolii ile gosterilir ve “n faktoriyel” diye
okunur. Simdi bunun tanimini yapalim:

Tanim 3.1 Eger n negatif olmayan bir tamsayi ise n! ifadesi, uzunlugu n
olan ve n tane sembolden olusturulan tekrarsiz liste sayisidir. Boylelikle
0!=1ve 1!=1olur. Eger n>1ise n!=nn-1)(n-2)---3-2-1 ile verilir.
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Yukaridaki tanima gére 0! =
1! =
2! =
3! =
4! =
5! =
6! =

Y UL LN -

20, vb. olur.

Ogrenciler genelde 0! = 0 oldugunu zanneder ama bu yanlistir. Yuka-
rida belirttigi tizere bunun dogrusu 0! = 1 seklindedir. Iste 0! = 1 oldugunu
gormenin bagka bir yolu: Dikkat edilirse 5!=5-4-3-2-1=5-(4-3-2-1)=5-4!
olur. Benzer sekilde 4! =4-3-2-1=4-(3-2-1) =4-3! yazabiliriz. Genellersek

nl=n-(n-1)! (3.1)

formiilini elde ederiz. Bu denklem, n =1 i¢in 1!=1-(1-1)! yani 1!=1-0!
sonucunu verir. Eger yanliglikla 0! = 0 oldugunu diistiniirsek 1! = 0 sonucunu
elde ederiz ki bu yanhstir.

Ornek 3.8 Bu problem a, b, ¢, d, e, f ve g harflerinden olusturulan ve
uzunlugu yedi olan listelerle ilgilidir.

(a) Tekrar kullanima izin verilmeyen kac liste vardir?

(b) Tekrar kullanima izin verilmeyen ve ilk iki girdisi sesli harflerden
olusan kag liste vardir?

(c) Sembollerin tekrar kullanima izin verilen ve en az bir sembolii tekrar
eden kag liste vardir?

11k 6nce birinci soruya cevap verelim. Dikkat edilecegi iizere yedi tane
harf vardir. Buna gore listelerin toplam sayis1 7! = 5040 olur. Simdi ikinci
soruyu cevaplayalim. Dikkat edilirse {a, b, ¢, d, e, f, g} kiimesi iki tane sesli,
¢ tane sessiz harf icerir. Listelerin ilk iki girdisi sesli harflerden, son beg
girdisi ise sessiz harflerden olusmalidir. Carpma ilkesine gore bu tiirdeki
listelerin sayis12-1-5-4-3-2-1 = 215! = 240 olarak bulunur.

Uciincii soruyu cevaplamak icin ¢ikarma ilkesini kullanabiliriz. Tekrar
kullanima izin verilerek a, b, ¢, d, e, f, g harflerinden olusturulan listelerin
kiimesi U olsun. Carpma ilkesine gére |U|=7-7-7-7-7-7-7 =77 = 823.543 olur.
Dikkat edilirse U kiimesi (a,g.f,b,d,c,e) gibi tekrarsiz listelerin yam sira
(f,8,b,8,a,a,a) gibi girdileri tekrar eden listeleri de icerir. Ancak biz, en az
bir girdisi tekrar eden listelerin sayisin1 hesaplamak istiyoruz. Bunun i¢in
tekrarsiz listeleri U kiimesinden ¢ikarabiliriz. Tekrarsiz listelerin kiimesi
X < U olsun. Buna gore |X | 7' olur. Boylelikle sordugumuz soruya cevap
olarak |U-X|=|U|-|X|= = 823.543 — 5040 = 818.503 elde ederiz.
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Ornek 3.8 (ayda X = {a, b, ¢, d, e, f, g} kiimesindeki yedi elemanla ya-
pilabilecek listeleri saydik ve bunlardan 7! = 5040 tane oldugunu gordiik.
Dikkat edilirse cedagf, gfedcba veya abcdefg 6rneklerinde oldugu gibi bu
listeler X kiimesindeki elemanlarin sadece siraya dizilmesidir. Boyle bir
siralamanin 6zel bir adi1 vardir. Buna, X kiimesinin bir permiitasyonu denir.

Bir kiimenin permiitasyonu, o kiimenin tiim elemanlarindan olusan
siral1 bir dizedir. Yani kiimenin her elemanini iceren tekrarsiz bir listedir.
Ornegin X = {1,2,3} kiimesinin alt1 tane permiitasyonu vardir. Bunlar:

123, 132, 213, 231, 312, 321.

Bu kiimenin alt1 tane farkli permiitasyona sahip olmasi, X kiimesindeki
ii¢ sembolden yapilabilecek tekrarsiz liste sayisinin 3! =3-2-1 =6 oldugunu
belirten Tanim 3.1’den de goriilebilir.

Uc tane kitab: 1, 2 ve 3 sayilariyla temsil edelim. Onceki paragraf, bu
kitaplarin alt:1 farkl sekilde rafa dizilebilecegini gosterir.

Bir iskambil kagidi destesinden dort tane kizi ¢ekip siralayalim. Carpma
ilkesi geregince bunu 4! =4-3-2-1 = 24 farkl yolla yapabiliriz. Bu nedenle
dort kizdan olusan bir kiimenin 24 tane permiitasyonu vardir.

s22|[re][s2][s2]
P oe‘oo’o@‘
P o@‘oe”o@‘
so|[+o][s0][so]
P b@HG@H#@‘
so|[co][co][co]
%@’G@‘%@’G@‘
co|[se][co][wa]
» o@‘oe’o@‘

[co][wro][so][2o]
[co][eo]|[s2][s2]
EJIERIEED

PRSI o@‘o@

S »@]ca‘;@

20| [0 »e‘»e

EJIEIEED
EIERIEIED

[co][2o][co][®e]

[oo][se][co][®e]

PP »e]o@‘&@

PO || 0| | 20| | 2D

[co][co][re][so]
[co][co][re][co]
[co][co][re][co]

Genellersek, n tane elemani olan bir kiimenin ! tane permiitasyonu var-
dir. Yukarida {1,2,3} kiimesinin 3! = 6 tane permiitasyonu, {, b ,, }

kiimesinin ise 4! = 24 tane permiitasyonu oldugunu gérdiik. Dikkat edilirse
{a,b,c,d,e.f,g} kimesinin 7! = 5040 tane permiitasyonu vardir ama bunla-
rin hepsini listelemenin pek anlami yoktur. Onemli olan nokta, faktoriyel
kavraminin permiitasyon sayisini saymasidir.

Bir kiimenin permiitasyonu, o kiime elemanlarinin sirali bir dizesidir
derken gayriresmi bir ifade kullaniriz ¢iinkii elemanlar gercek manada
siraya dizilmemis olabilir. Ornegin, her biri bes masalik dort siradan olusan
20 masalik bir sinif distinelim. X kiimesi 20 6grenciden olusan bir sinif
olsun. Ogrenciler iceri girsin ve her masaya bir kisi oturursun. Bu olay1 20
6grencinin bir permiitasyonu olarak gorebiliriz ¢linkii masalar: 1’den 20’ye
kadar numaralandirirsak 6grenciler uzunlugu 20 olan bir listeye yerlesir.
Bu sekilde 20! =2.432.902.008.176.640.000 tane permiitasyon vardir.
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Simdi, permiitasyon kavraminin farkl bir tiiriine bakalim. Bir X kiime-
sinden % < | X| tane eleman segelim ve bunlar: siraya dizelim. Elde ettigimiz
dizeye X kiimesinin % elemanli bir permiitasyonu denir. Ozet olarak X
kiimesinin bir permiitasyonu, tiim elemanlarindan olusan tekrarsiz bir
listedir. X kiimesinin £’l1 permiitasyonu ise, 2 tane elemanindan olusan
tekrarsiz bir listedir.

Ornegin X = {a,b,c,d} olsun. X kiimesinin 1'li permiitasyonlari, sadece
bir elemandan olusan listelerdir. Bu sekilde 4 tane liste vardir:

a b c d.

X kiimesinin 2’li permiitasyonlari, bu kiimenin iki elemanindan olustu-
rulan tekrarsiz listelerdir. Bunlardan 12 tane vardir:

ab ac ad ba bc bd ca c¢cb cd da db dec.

Bunlarin hepsini yazmadan da toplam sayilarinin 12 oldugunu soyleyebilir-
dik c¢iinkii X kiimesinin elemanlariyla uzunlugu iki olan tekrarsiz bir liste
yaparken ilk girdi i¢in 4, ikinci girdi icin 3 segenek vardir. Carpma ilkesi
geregince X kiimesinin 2’li permiitasyonlarinin toplam sayis1 4-3 = 12 olur.

Simdi X kiimesinin 3’lii permiitasyonlarini sayalim. Bunlar, X kiimesi-
nin elemanlariyla yapilan ve uzunlugu ti¢ olan tekrarsiz listelerdir. Carpma
ilkesi, bunlardan 4-3-2 = 24 tane oldugunu soyler. Bunlar asagida verilmistir.

abc acb bac beca cab cba
abd adb bad bda dab dba
acd adc cad cda dac dca

bed bdc cbd cdb dbe deb

X kiimesinin 4’14 permiitasyonlari, dort elemandan yapilan tekrarsiz
listelerdir. Bu permiitasyonlardan 4! =4-3-2-1 = 24 tane vardir.

Son olarak geriye doniip X kiimesinin 0°l: permiitasyonlarint diisiinelim.
Bunlar, X kiimesinin elemanlarindan yapilan ve uzunlugu 0 olan tekrarsiz
listelerdir. Kuskusuz ki bu sekilde sadece bir liste vardir; o da () bos listesidir.

Simdi yeni bir notasyon verelim: n elemanl bir kiimenin £’l1 permiitas-
yonlarinin sayisini P(n,k) ile gosterelim. Buna gore yukaridaki X kiimesi
icin P(4,0)=1, P(4,1) =4, P(4,2) = 12, P(4,3) = 24, ve P(4,4) = 24 olur.

P(4,5) hakkinda ne sdylenebilir? Bu sayi, 4 elemanl bir kiimenin 5’1i
permiitasyonlarinin sayisidir. Yani 4 sembolden yapilan ve uzunlugu 5 olan
tekrarsiz listelerin sayisidir. Boyle bir liste olamayacag: icin P(4,5) = 0 olur.
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Eger n > 0 ise P(n,k) sayisin1 capma ilkesiyle bulabiliriz: n tane sembol-
den, uzunlugu % olan tekrarsiz bir liste yaparken ilk girdi i¢in n, ikinci girdi
icin n —1, G¢linci girdi icin n —2 ve dordiincii girdi i¢in n — 3 secenek vardar.

1. 2. 3. 4. 5. o k.
1
n (n-1)(n-2)(n-3)(n—4) (n—-k+1)

Dikkat edilirse i—yinci sira icin n —i + 1 secenek vardir. Ornegin, besinci
sira i¢in n—5+1 = n—4 secim yapilabilir. Bu sekilde devam edilirse sonuncu
(yani k—y1inc1) girdi i¢in n — &2 + 1 secenek oldugu goriilebilir. Sonug olarak,

Pn,k)=n(n-1)(n-2)---(n-k+1). (3.2)

Bu ifadenin toplamda % ¢arpani vardir. O halde P(n,k) sayisini bulmak i¢in
n(n-1)(n—2)(n—3)--- ifadesi k tane carpani olacak sekilde carpilir. Ornegin,

P(10,1) = 10 = 10
P(10,2) = 10-9 = 90

P(10,3) = 10-9-8 = 720

P(10,4) = 10-9-8-7 = 5040

P(10,10) = 10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 = 3.628.800
P(10,11) = 10-9-8-7-6-5-4:3-2-1-0 = 0.

Dikkat edilirse on birinci ¢arpani 0 oldugu i¢in P(10,11) = 0°’dir. Bu sa-
sirtict degildir ¢iinkii P(10,11) ifadesi, 10 sembolden olusan ve uzunlugu
11 olan tekrarsiz liste sayisidir. Boyle bir liste olmadig i¢in P(10,11) =0
olmalidir. Aslinda Esitlik 3.2’den her & > n i¢in P(n,k) = 0 oldugu goriilebilir.

Ayrica P(10,10) = 10! olduguna dikkat ediniz. Genellersek P(n,n) = n! olur.

Simdi, 0 <k < n i¢in P(n,k) sayisina baska bir formiil bulalim. Bunun
icin faktoriyel tanimini ve Esitlik 3.2’yi sadelestirme 6zelligiyle kullanalim:

Pn,k) = n(n-1)(n-2)---(n—-k+1)

nn-1)(n-2)---(n-k+1)n-k)(n-%k-1)---3-2-1 n!

(n-kn-k-1)---3-2-.1  (n—-k)"

Ornek olarak P(8,5) sayisini iki sekilde hesaplayalim: Esitlik 3.2’den
! !
P(8,5)=8-7-6-5-4=6720; yukaridaki formiilden P(8,5) = (Ef—5)7 = % =6720.
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Yukarida verdigimiz bilgiler, asagidaki gozlem ile 6zetlenebilir.

Gozlem 3.4 Eleman sayisi n olan bir kiimenin 2’1 permiitasyonu, o
kiimenin elemanlarindan olugan ve uzunlugu % olan tekrarsiz bir listedir.
Bunu, o kiimenin % elemanl: bir dizesi olarak diisiinebiliriz.

P(n,k) ifadesi, n elemanl bir kiimenin £’l1 permiitasyonlarinin sayisidir:

P(n,k) =n(n-1)n-2)---(n—-k+1).

Eger 0<k<n ise P(n,k) =nn-1)n-2)---(n—-k+1) = EEAT olur.

n!

Dikkat edilirse P(n,0) = (n’_‘—!o)! = Z—: =1 olur. Bu sasirtic1 degildir ¢linkii
n tane sembolden, uzunlugu 0 olan sadece bir liste yapilabilir; o da bos
listedir. Ayrica P(0,0)= ﬁ = % = % =1 olur. Bu da beklenen bir sonuctur
cliinkii 0 sembolden, uzunlugu 0 olan bir tek liste yapilabilir: bos liste.

Ornek 3.9 On tane yarismaci bir maraton kosusu yapiyor ve hepsi kosuyu
bitiriyor. Hi¢ bir yarigsmaci berabere kalmadigina gore birinci, ikinci ve
uciinci gelen yarigsmacilar kag farkli sekilde siralanabilir.

Cozim: Yarismacilar A, B, C, D, E, F, G, H, I ve J olarak adlandiralim.
Kosuyu ilk ticte bitirenler, 10 yarismacinin 3’lii permiitasyonu olarak diisi-
niilebilir. Ornegin ECH permiitasyonu E’nin birinci, C’nin ikinci ve H’nin
uclincii olmasi alamina gelir. Buna gore ilk ti¢ icin P(10,3)=10-9-8 =720
farkli siralama miimkiindiir.

Ornek 3.10 Bes tane kart, 52 karthik standart bir iskambil kagidi deste-
sinden dagitilarak siraya dizilsin. Tiim kartlar kirmizi ya da tiim kartlar
sinek olacak sekilde kag farkli siralama yapilabilir?

Coziim: Kirmiz1 kartlardan 26 tane vardir. Bunlardan bes tanesini siraya
dizmenin P(26,5) = 26-25-24-23-22 = 7.893.600 farkli yolu vardar.

Hepsi siyah olan 13 tane sinek vardir. Bunlardan bes tanesini siraya
dizmenin P(13,5)=13-12-11-10-9 = 154.440 farkl1 yolu vardar.

Toplama ilkesini kullanarak sorumuza cevap verebiliriz: Hepsi kirmizi
ya da hepsi sinek olan P(26,5)+P(13,5) = 8.048.040 tane siralama yapilabilir.

Dikkat edilirse bu sayfadaki sorulari ¢6zmek icin P(n,k) notasyonunu
kullanmamiza gerek yoktur. Carpma ve toplama ilkelerini kullanmak ye-
terlidir. Ancak P(n,k) notasyonu ¢cogu zaman kullanigh bir kisaltma sunar.
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Boliim 3.4 Alistirmalar:

1.
2.
3.

ot

10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

En kiiciik hangi n tamsayisi i¢in n! sayisinin 10°’dan fazla basamag: vardir?
Hangi n degerleri i¢in n! sayisinin n tane ya da daha az rakami vardir?

Biitiin rakamlan tek ve birbirinden farkli olan bes basamakl ka¢ tane pozitif

tamsay1 vardir?
100!
9

. Sadece kalem ve kagit kullanarak gz sayisini bulunuz.

5
120!

. Sadece kalem ve kagit kullanarak {75 sayisini bulunuz.
. Sonunda iki tane 0 olan 10! = 3.628.800 says1 verilsin. Sadece kalem ve kagit

kullanarak 100! sayisinin sonunda kag tane 0 oldugunu belirleyiniz.

. Rakamlarinin tekrar etmemesi ve biitiin tek sayilarin ¢ift sayilardan 6nce gel-

mesi koguluyla 1,2,3,4,5,6,7,8,9 rakamlarindan olusturulan dokuz basamakl
kag say1 vardir? (Ornegin 137598264 baoyle bir sayidir fakat 123456789 degildir.)

. Rakamlarinin tekrar etmemesi ve biitiin tek sayilar1 ardigik olarak icermesi

kosuluyla 1,2,3,4,5,6,7 rakamlarindan olusturulan yedi basamakl ka¢ say1
vardir? (Ornegin 3571264, 2413576, 2467531 vb. olabilir ancak 7234615 olamaz.)

. A, B, C, D, E, F, G harflerinin permiitasyonlarindan kag tanesi A, B, C harflerini

alfabetik sirada art arda gelecek sekilde icerir?

Rakamlar: sirasiyla cift-tek olacak sekilde siralanan ve 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
rakamlarindan olusan kag¢ tane permiitasyon vardir? (Ornegin, 2183470965.)
Yedi tane kart, 52 kartlik standart bir iskambil kagid1 destesinden dagitilarak
siraya diziliyor. Tum kartlarin tamamen kirmizi olmadig kag siralama vardir?
Yedi tane kart, 52 kartlhik standart bir iskambil kagidi destesinden dagitilarak
siraya diziliyor. Kartlardan hi¢birinin sinek olmadig: kag¢ siralama vardir?

Ingiliz alfabesinin 26 harfinden, uzunlugu alt1 olan kag tekrarsiz liste yapilabilir?
On kitaptan bes tanesi bir rafa kag farkl sekilde konulabilir?

On bes kisilik bir kuliipte bir baskan, bir bagkan yardimcisi, bir sekreter ve bir
de sayman secilecektir. Bu secim kag farkl sekilde yapilabilir?

{A,B,C,D,E,F} kiimesinin 4’lii permiitasyonlarinin kag¢ tanesinde A harfinden
hemen sonra E harfi gelir?
On kigilik bir gruptaki ti¢ kisi, bilet almak i¢in bir bilet gisesine siraya giriyor.
Kag farkli siralama miumkiindiir?
Gama fonksiyonu adi verilen cok ilging bir I' : [0,00) — R fonksiyonu vardir. Bu
fonksiyon I'(x) = [;°t* le~!dt olarak tamimlanir. En dikkat cekici 6zelligi, her
x €N i¢in I'(x) = (x — 1)! olmasidir. Bu 6zelligi x = 1,2, 3,4 i¢in dogrulayiniz.
Gama fonksiyonu, faktoriyel kavramini tamsayilar disindaki sayilar ic¢in
tanimlamamaiza olanak verir. Her n € Ni¢in I'(n) = (n —1)! oldugundan n! = I'(n+1)
yazabiliriz. Dikkat edilirse gama fonksiyonu sadece tamsayilarda degil, [0,00)
araliginin her noktasinda bir deger alir. Boylece her n €[0,00) sayisina kargilik
bir n! degeri bulabiliriz. Bonus: 7! sayisini hesaplayiniz.
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3.5 Altkiimeleri Sayma

Onceki boliimde, n girdi arasindan % tanesini secerek olusturabilecegimiz
listelerin sayisiyla ilgilendik. Simdi bununla ilgili bagka bir soru soralim: n
elmanli bir kiimeden £ tane eleman secilerek kacg altkiime olusturulabilir?

Bu iki problem arasindaki farki gérmek i¢in A = {a,b,¢,d, e} kiimesini ele
alalim. A’dan iki girdi secerek yapilabilecek tekrarsiz listeleri diisiinelim.
Gozlem 3.4, bu sekilde P(5,2) =5-4 = 20 tane liste oldugunu soyler. Bunlar:

(a,b), (a,c), (a,d), (a,e), (b,c), (b,d), (b,e), (c,d), (c,e), (d,e),
(b,a), (c,a), (d,a), (e,a), (c,b), (d,b), (e,b), (d,c), (e,c), (e,d).

Ancak A kiimesinin sadece on tane 2 elemanl altkiimesi vardir. Bunlar:
{a,b}, {a,c}, {a,d}, {a,e}, {b,c}, {b,d}, {b,e}, {c,d}, {c,e}, {d,e}.

Altkiimelerden daha fazla liste olmasinin nedeni sudur: Bir listedeki
girdilerin sirasini degistirmek yeni bir liste tiretir ama bir kiimedeki eleman-
larin sirasini degistirmek o kiimeyi degistirmez. Ornegin a,b € A ile (a,b) ve
(b,a) seklinde iki tane liste ancak bir tane {a,b} altkiimesi olugturabiliriz.

Bu bolim, listeleri degil altkiimeleri saymakla ilgilenir. Yukarida belir-
tildigi gibi temel soru sudur: n elemanl bir kiimeden % eleman secerek kag
tane altkiime olusturulabilir? Bu sorunun cevabina isim veren notasyon-
larla baglayalim.

Tanim 3.2 Eger n ve % iki tamsayi ise n elemanli bir kiitmeden % eleman
secilerek olusturulabilecek altkiime sayis1 (}) ile gosterilir ve “n’nin £’l1
kombinasyonu” diye okunur. (Bazi kitaplar () yerine C(n,k) kullanir.)

Bu tanima bir 6rnek olarak, 4 elemani olan A = {a,b,c,d} kiimesinin %
elemanl tiim altkiimelerini listeleyen asagidaki tablo verilebilir.

k | A={a,b,c,d} kiimesinin k& elemanl altkiimeleri | ()

-1 (Y)=0
K (=1
1| {a},{b},{c}.{d} (1) =4
2 | {a,b}.{a,c}.{a,d},{b,c},{b,d} {c, d} (z)=6
3 | {a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d} (5 =4
4 | {a,b,c,d} (H=1
5 (5=0
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Tablonun en soluna % degerleri yazilmistir. Bunlarin hemen saginda
(eger varsa) A kiimesinin % elemanh altkiimeleri yer alir. Ornegin, % = 1
icin A kiimesinin % elemanl doért altkiimesi vardir: {a}, {6}, {c} ve {d}. Yani
(1) = 4'tiir. Eger & =2 ise alt1 tane & elemanl altkiime oldugu icin (3) = 6 olur.

Dikkat edilirse £ = 0 oldugunda A kiimesinin kardinalitesi % olan sadece
bir tek altkiimesi vardir: ¢ yani bos kiime. Bu nedenle (3) = 1 olur.

Eger k negatif ya da |A| degerinden biiyiik ise A kiimesinin %2 elemanl
hi¢ altkiimesi yoktur. Boyle durumlarda (;) = 0 olur. Genellersek, % <0 veya
k> n i¢in (}) = 0 olur. Ozel olarak n <0 olmas: (}) =0 anlamina gelir.

Yukaridaki tabloda yer alan altkiimeleri yazarak (,‘:) degerlerini hesap-
lamak zor olmasa da bu metod, n ve % biiyiik oldugunda, (};) say1sim1 bulmak
icin pratik bir yontem degildir. Bu nedenle bir formiile ihtiya¢ duyariz.
Bunun ic¢in (g) tizerinde dikkatli bir sekilde caligalim. Burada ortaya cikan
oriinti, (}) ifadesine bir formiil bulmak i¢in bize yol gosterecektir.

Simdi, (}) ifadesi {a,b,c,d,e} kiimesinin 3 elemanh altkiime sayisidur.
Bunlar, asagidaki tablonun st satirinda verilmistir. Béylece (g) =10 olur.
Her altkiimenin altindaki satir, o altkiimenin 3! = 6 permiitasyonunu liste-
ler. 11k siitun {a,b,c} altkiimesinin 3! = 6 permiitasyon listeler. Ikici siitun
{a,b,d} altkiimesinin permiitasyonlarim listeler ve bu sekilde devam eder.

(3)
{a,b,c}{a,b,d}{a,b,e} {a,c,d} {a,c.e} {a,d,e} {b,c,d} {b,c.e} {b,d,e} {c,d,e}

abec abd abe acd ace ade bed bee bde cde
acb adb aeb adc aec aqed bdc bec bed ced
bac bad bae cad cae dae cbd cbe dbe dce
bca bda bea cda cea dea cdb ceb deb dec
cba dba eba dca eca eda deb echb edb edc
cab dab eab dac eac ead dbc ebc ebd ecd

Bu tablonun ana gévdesi (g) tane stitundan ve 3! tane satirdan olustugu
icin toplam olarak 3! (3) tane liste icerir. Bu tablo ayn1 zamanda {a,b,¢,d, e}
kiimesinin ii¢ elemanh permiitasyonlarindan olugur. Gézlem 3.4, bu sekilde
P(5,3)= % tane permiitasyon oldugunu séyler. Boylece tablodaki toplam
liste sayis1 3!(2) = % ile verilir. Bu egitligin her iki tarafi 3! ile béliinerek

5\ 5!
3] 315-3)!

elde edelir. Bu ifadeyi hesaplayarak, degerinin 10 oldugu goriilebilir.
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Buradaki 5 ve 3 sayilarinmi 6zel yapan herhangi birsey yoktur. Yukaridaki

analiz, (3) yerine herhangi bir (}) i¢in de yapabilir. Bu durumda tablonun
(7) tane siitunu ve k! tane satir1 olacag: icin asagidaki formiil elde edilir:

n\| n!
Bl Eln-k)N

Boylelikle her k,n € Z igin dogru olan asagidaki gozlemi verebiliriz.

v N . n| n! 1A n|
Gozlem 3.5 EgerO0<k<nise (k) = Bl olur. Aksi halde (k) = 0’dr.

Simdi, 6grendigimiz bu bilgileri bazi 6rnekler tizerinde uygulayalim.

Ornek 3.11 {1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesinin 4 elemanh kag altkiimesi vardir?

o e .. ! .8.7-6-5! .87 ..
Céziim: Bu tiirde (3) = gy = g5 = 28785 = 9876 — 196 altkiime vardir.

Ornek 3.12 A =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesinin 5 elemanh altkiimelerin-
den kac iki tane ¢ift say1 icerir?

Cozim: A kiimesinin, iki tane ¢ift say1 iceren 5 elemanl bir altkiimesini
olusturmak iki agamali bir islemdir. Ilk 6nce A kiimesindeki dort cift sa-
yidan iki tanesi (3) = 6 yolla secilir. Daha sonra A kiimesindeki bes tek
sayidan ii¢ tanesi (g) = 10 yolla secilir. Carpma ilkesine gore A kiimesinden
iki tane cift ve ii¢ tane de tek say1 secmenin (‘21) (g) =6-10 =60 yolu vardir. O
halde, A kiimesinin istenilen 6zellikte 60 tane altkiimesi vardar.

Ornek 3.13 Bes karthik bir el, 52 karthik standart bir iskambil kagida
destesinden dagitilmaktadir. Kag¢ tane farkli 5 karth el miimkiindir?

Cozim: Desteyi 52 kartlik D kiimesi olarak diigiinelim. Buna gore 5 kartl
bir el, D kiimesinin 5 elemanl1 bir altkiimesidir. Bu tiirde bircok altkiime

vardir. Ornegin
71| 2| [ 8] | Al | 5
s a]]0

bunlardan biridir. Aslinda, 5 karth ellerin sayis1 D kiimesinin 5 elemanh
altkiimelerinin sayisidir. Bu say1 asagida hesaplanmagtir:

=2.598.960

52| 52!  52.51-50-49-48-47! 52-51-50-49-48
5| b51-471 5!-47! B 5!

Cevap: 52 kartlik bir desteden 2.598.960 tane bes kartli el dagitilabilir.

Ucretsiz PDF siiriimii [@) ev-nc-no ]



88 Sayma

Ornek 3.14 Bu problem, 52 kartlik bir desteden dagitilabilecek 5 karth
ellerle ilgilidir. Kartlardan iki tanesi sinek ve ti¢ tanesi kupa olacak gekilde
5 karth kac el vardir?

Cozim: Bu elleri, agagida verildigi gibi uzunlugu iki olan listeler seklinde

diisiinelim:
SNINIS BN

Bu listenin ilk girdisi, 13 elemanl sinek kartlarinin 2 elemanl bir alt-
kiimesidir. Ikinci girdi ise 13 elemanli kupa kartlarinin 3 elemanh bir
altkiimesidir. Ik girdi i¢cin (123) secenek, ikinci girdi i¢in (133) secenek vardir.
Carpma ilkesine gére bu listelerden (%7)(%?) = 512k 18 = 22.308 tane vardur.
Buna gore bahsedilen tiirde 22.308 tane 5 karth el vardir.

Ornek 3.15 Bir sans oyunu, I’den 36’ya kadar numaralandirilmis 36
topdan alt1 tanesi rastgele cekilerek oynanmaktadir. Icerisinde alt1 tane
bos kutu olan seklindeki bir kuponun fiyat1 1 dolar olmak
tizere bu bos kutular1 1 ile 36 arasindaki alt1 tane farkli sayi ile doldurup,
cekilen sayilar1 siralama 6nemli olmaksizin tutturan kisinin 1.000.000$
kazandigini varsayalim. Buna gore kazanma sansiniz nedir?

Cozim: Bir kupon, 36 say1 iceren bir kiimeden 6 tane say1 secilerek dol-
durulur. Bu gekilde (%) = 6!(337616)! =1.947.792 tane farkh say1 kombinasyonu
yazilabilir ve bunlardan sadece biri kazanir. Buna gore kazanma sansiniz
1.947.792’de birdir.

Ornek 3.16 Basamak say1s1 7 olan (0010100, 1101011 vb.) ikili dizelerden
kag tanesi tek sayida 1 rakamai icerir?

Cozim: Tek sayida 1 iceren yedi basamakh ikili dizelerin kiimesi A olsun.
Buna gore sorumuzun cevabi |A| olur. Bu sayiy1 bulmak i¢in A kiimesini
kiiciik parcalara ayirabiliriz. A kiimesindeki herhangi bir dize; bir, i, bes
ya da yedi tane 1 icerir. Sadece bir tane 1 iceren yedi basamakli dizelerin
kiimesi A1, ui¢ tane 1 iceren yedi basamakli dizelerin kiimesi Ags, bes tane
1 iceren yedi basamakli dizelerin kiimesi A5 ve yedi tane 1 iceren yedi
basamakl: dizelerin kiimesi A7 olsun. Buna gore A=A;UA3UA5UA7 olur.
Herhangi iki A; kiimesinin kesisimi bos kiime oldugu icin toplama ilkesine
gore |A|=|Aq1|+|A3|+|As| +|A7| yazilabilir.

Simdi bu toplamdaki terimleri hesaplayalim. Ornegin A3 kiimesini ele
alalim. Bu kiimedeki bir dize, 1 rakami i¢in i¢ konum secilip geri kalanlara
0 yazarak olusturulur. Buna gore |As| = (g) olur. Benzer sekilde |[A{| = (Z),
|As| = (}) ve |A7] = ({) bulunur.
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Cevap: |A| = |A1] +|As| + A5l +1A71= () + (3) + () + (}) = 7+35+21 + 1 = 64.
Buna gore tek sayida 1 iceren 64 tane yedi basamakl ikili dize vardir.

Bolim 3.5 Alistirmalar:
1. Bir A kiimesinin 37 tane elemani olsun. A’'nin 10 elemanh kag altkiimesi vardir?
Kac tane altkiime 30 elemana sahiptir? Kag¢ tanesinin 0 tane elemani vardir?

2. Bir A kiimesinin 100 tane elemani olsun. A kiimesinin 5 elemanl kag altkiimesi
vardir? Kag altkiimesinin 10 elemani vardir? Kag¢ tanesinin 99 eleman1 vardir?
3. 56 tane 3 elemanh altkiimesi olan bir X kiimesinin kardinalitesi nedir?
4. Eger B kiimesi |{X : X € 2(B),|X| = 6}| = 28 6zelligine sahip ise |B| kactir?
5. Basamak sayis1 16 olan ikili dizelerden kac tanesi yedi adet 1 icerir? (Ornegin,
0111000011110000 ve 0011001100110010 bu tirdeki iki dizedir.)
6. |{Xe2({0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}):|X| =4}| =
7. |{X € 2({0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}): IX| < 4}| =
8. Bu problem A,B,C,D,E,F,G,H,I sembollerinden yapilan listelerle ilgilidir.
(a) Alfabetik olarak siralanmak kosulu ile uzunlugu 5 olan kag tekrarsiz liste
yapilabilir. (Ornek: BDEFI veya ABCGH olabilir fakat BACGH olamaz.)
(b) Alfabetik sirada olmamak kosulu ile uzunlugu 5 olan kag tekrarsiz liste
yapilabilir?
9. Bu problem A,B,C,D,E,F sembollerinden yapilan ve uzunlugu 6 olan tekrarsiz
listelerle ilgilidir. Bu tiirdeki listelerin kaginda D harfi A harfinden 6nce gelir?

10. Bir bolim, 5 erkek ve 7 kadindan olugsmaktadir. Bu béliimden 3 erkek ve 2
kadindan olusan bir komite secilecektir. Bu se¢im kag farklh sekilde yapilabilir?

11. On basamakl tamsayilardan kag tanesi hi¢ 0 icermez fakat ii¢ tane 6 icerir?

12. Yirmi bir kisi, Kirmizi Takim ve Mavi Takim olarak adlandirilan iki gruba
ayrilacaktir. Kirmizi takimda 10 kisi, mavi takimda ise 11 kigi olacaktir. Bu ig
kag farkh sekilde yapilabilir?

13. Kabul edelim ki n,k € Z ve 0 <% < n olsun. Gézlem 3.5°de verilen (}) = sz
formiliinii kullanarak (}) = (,”,) oldugunu gosteriniz.

14. Kabul edelim ki n,k € Z ve 0 < k < n olsun. Yalnizca Tanim 3.2’yi kullanarak
(Gozlem 3.5%i kullanmadan) () = (,,",) oldugunu gosteriniz.

15. Tami tamina dort tane 1 icermeyen on basamakh kag ikili dize vardir?

16. A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesinin 6 elemanl altkiimelerinden ka¢ tanesi tam
tamina ig tane ¢ift say1 icerir? Kag tanesi ticten farkli miktarda ¢ift say icerir?

17. On basamakl ikili dizlerden kag tanesi tam1 tamina dort veya bes tane 1 igerir?
Kac tanesi dortten veya besten fakli miktarda 1 icerir?

18. On basamakli ikili dizlerin kag tanesi ¢ift sayida 1 icerir?

19. Ayni renk ve tiir kartlardan olusan 5 kartlh bir poker eline flos denir. Ka¢ tane
farkli flog olabilir?
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3.6 Pascal Uc¢geni ve Binom Teoremi

Onceki béliimde tanimlanan (7) sayilar1 arasinda zarif ve kayda deger 6riin-
tiler vardir. Bu boliimde, 1 < % < n sartim saglayan n ve k£ tamsayilari i¢in

(n; 1) i (k’—Ll) ' (Z) 3.3)

esitligine dayanan oriintiileri inceleyecegiz.

Bu esitligin neden dogru olduguna bakalim. Sol taraftaki (nzl) ifadesi,
n+1elemanl A ={0,1,2,3,...,n} kiimesinin % elemanl altkiime sayisidur.
Bu altkiimeler, 0 elemanini ya icerir ya icermez. Sag taraftaki (,”,) ifadesi,
A’nin 0 igeren altkiimelerinin sayisidir. Béyle bir altkiimeyi, {0} ile baglayip
buna {1,2,3,...,n} kiimesinden % — 1 tane eleman ekleyerek olusturabiliriz.
Bunu yapmanin (,”,) yolu vardir. Yine sag taraftaki (}) ifadesi, A’nin 0
icermeyen altkiime sayisidir. Bu sayi, {1,2,3,...,n} kiimesinden % tane
eleman se¢me yolu sayisidir. Tim bunlarin 1s181nda Esitlik 3.3 bize A'nin &
elemanl: alt kiime sayisinin, 0 iceren & elmanh altkiimeler ile 0 icermeyen
k elemanl altkiimelerin sayilari toplamina esit oldugunu soyler.

Esitlik 3.3’tin neden dogru oldugunu gormiis olduk. Simdi, (};) sayila-
rin1 tiggensel bir sekilde dizelim. Sekil 3.3’in sol tarafi, (}) sayilarin bir
piramit tizerinde listeler. En tepedeki (8) sayisi, k=0 ve k =1 degerlerine
karsilik gelen (;) sayllarinin hemen tizerindedir. Bunlarin altinda £ =0,1,2
degerlerine karsilik gelen (Z) sayilar1 vardir. Oriintii bu sekilde devam eder.

) (o) . 1

) (0) ) (1) ) 1 1
3(0)3(1)3(2)3 1 2 1
4(0)4(1)4(2)4(3)4 1 3 3 1
5(0)5(1)5(2)5(3)5(4)5 1 4 6 4 1
RENGICRCENCD L5 10010 5 1
. (o) . ) . ) () ; (1) . (5) . (6) 1 6 15 20 15 6 1
o @ G W 6 6

@ 1 7 21 8 35 21 7 1

Sekil 3.3: Pascal iicgeni
Herhangi bir 0 < k2 < n sayisina karsilik gelen (”Zl) sayisi, piramidin bir
onceki satirindaki () ve (,”;) sayilarinin hemen orta alt kisminda bulunur.
Esitlik 3.3 bize (*;') = (,",)+(}) oldugunu séyler. Boylece piramitteki (1 haric)
herhangi bir say1, kendisinin hemen tizerindeki iki sayinin toplamidar.

Richard Hammack Ispat Yontemleri



Pascal Ucgeni ve Binom Teoremi 91

Bu oriinti, (}) sayilariin hesaplandig: Sekil 3.3%iin sag tarafinda daha
belirgindir. Ornegin 21 tamsayisi, lizerindeki 6 ve 15 sayilarinin toplamidir.
Benzer sekilde 5 tamsayasi, tist tarafindaki 1 ve 4 tamsayilarinin toplamidar.

Yukaridaki ticgensel dizi Pascal iiggeni olarak adlandirilir. Adini, onun
bircok 6zelligini ortaya ¢ikaran Fransiz matematikci ve filozof Blaise Pas-
cal’dan almistir (1623-1662). Her ne kadar ilk sekiz satirin1 vermig olsak
da Pascal iicgeni sonsuza dek uzatilabilir. Alt tarafa yeni bir satir1 daima
ekleyebiliriz. Bunun i¢in o satirin bagina ve sonuna 1 yazip geri kalan sa-
yilari, onlarin hemen st kismindaki sayilar: toplayarak bulabiliriz. Bu
islemi, Sekil 3.3’lin sag tarafinda yaparsak asagidaki satir1 elde ederiz:

1 8 28 56 70 56 28 8 1.

Bu satir, 0 <% <8 icin, (}) sayilarindan olusur ve biz onlar1 (}) = s
formiiliinii kullanmadan bulduk! Diger (}) sayilar1 da boyle hesaplanabilir.
Pascal tliggeninin (sadece 1 iceren) en tepesindeki satira sifirinct satir
denir. Onu, hemen altindaki birinci satir, ardindan ikinci satir vb. izler. Bu
nedenle n—yinci satir, 0 <% < n icin (}) sayilarim listeler. Boliim 3.5'in 13.

ve 14. aligtirmalari, her 0 <k <n i¢in

A

oldugunu gosterir. O halde, Pascal tiggeninin n—yinci satirinda bulunan
k—yinc1 ve (n — k)—yinc1 girdiler aynidir. Bu nedenle Sekil 3.3’den de goriile-
cegi tizere Pascal licgeni, tepesinden gecen diisey dogruya gore simetriktir.

1 1
1 1 1x + 1y
1 2 1 1x2 + 2xy + ly2
1 3 3 1 163 + 322y + 3xy? + 1y
1 4 6 4 1 1xd + 463y +622y% + dayd + 1yt

1 5 10 10 5 1 15 + B5xty +10x3y2+10x2y3 + Bay? + 1y°

Sekil 3.4: Pascal iicgeninin n—yinci satir1 (x + y)* agilimindaki katsayilari listeler

Dikkat edilirse n—yinci satir, (x + y)” acilimindaki katsayilarin listesine
benzemektedir. Ornegin ikinci satir, (x+y)? = 1x%+2xy+1y? acilimindaki 12 1
katsayilarini; iiciincii satir ise (x + v)® = 1x2 + 822y + 3xy% + 1y3 acilimindaki

Ucretsiz PDF siiriimii [@) ev-nc-no ]



92 Sayma

1 3 3 1 katsayilarini listeler. Bkz: Sekil 3.4, n—yinci satirdaki sayilarin
(x+y)"* acithhmindaki katsayilar oldugunu gosterir.

Aslinda bu gozlem her r i¢in dogrudur. Binom teoremi olarak bilinen
bu sonuctan biraz bahsetmeye deger. Bu teorem, x + y ifadesinin negatif
olmayan n—yinci tamsay1 kuvvetinin nasil alinacagini gosterir.

Teorem 3.1 (Binom Teoremi) Eger n negatif olmayan bir tamsay ise
n-2,2 n-3,,3

(x4 9)" = ()a" + (D)a" Ty + (Ra" 2y + (5)a" Py 4o+ (2 Jwy" T+ (7)y" olur.

Simdilik binom teoremini, ispatini vermeden dogru kabul edelim. (Unite
10’daki alistirmalarin birinde bunu ispatlamaniz istenecektir.) Zaman za-
man bu teorem yararh olabilir. Ornegin, (x + y) gibi bir ifadeyi acmak
gerektiginide bu teoremi kullanabiliriz. Bunun i¢in Sekil 3.3’deki Pascal
iicgeninin yedinci satirina bakip binom teoremini uygulariz:

c+y)" =x"+7x8y +21x%y% + 35x%y3 + 35x3 y* + 21225 + Txy® + 7.

Baska bir 6rnek daha verelim:

(2a)+(=b))*
(2a)* +4(2a)3(=b) + 6(2a)%(=b)? + 4(2a)(-b)® + (-b)*
16a* - 32a%b + 24a%b% — 8ab? + b*.

(2a-b)*

Boliim 3.6 Alistirmalar:

Pascal liggeninin 11. satirini yazimz.
Binom teoreminden (x + y)'® acihimindaki x®y® teriminin katsayisini bulunuz.

)13 acilimindaki x® teriminin katsayisin1 bulunuz.

Binom teoreminden (x +2
Binom teoreminden (3x —2y)? acilimindaki x5y teriminin katsayisini bulunuz.
Binom teoremini kullanarak }7_ () = 2" oldugunu gésteriniz.

Tanim 3.2 (s. 85) ve Gozlem 1.3’den (s. 13) Y}_ (i) = 2" oldugunu gosteriniz.
Binom teoremini kullanarak ¥7_; 3%(}) = 4" oldugunu gésteriniz.

Gozlem 3.5%i (s. 87) kullanarak Esitlik 3.3t (s. 90) elde ediniz.

Binom teoremiyle, n > 0 i¢in (i) —(7)+(3)—(3)+ - -+(=1"(7) = 0 oldugunu gosteriniz.

n-1
k-1

. Binom teoremini kullanarak 9" = ¥7_ (-1)¥(})10"* oldugunu gbsteriniz.

PPN

[y
o

Eger k,neZ ve 0<k=<nise k() =n(;_;) oldugunu gosteriniz.

-t
DN =

- (OE)=(2) (™) oldugunu gosteriniz.

[u—y
w

. (3)= (g) + (g) + (g) + (g) ot (”;1) oldugunu gosteriniz.

. Pascal iicgeninin ilk bes satir1, 11’in kuvvetlerinde ortaya cikar: 11° =1, 111 = 11,
112 = 121, 113 = 1331 ve 11* = 14641. Bunun sebebi nedir? Bu ériinti, 11° ile
neden devam etmez?

[y
'y
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3.7 icindelik - Disindahk ilkesi

Bircok sayma problemi, sonlu iki kiimenin birlesimi olan A u B kiimesinin
kardinalitesini hesaplamayi icerir. Simdi bu tiir problemleri inceleyelim.
Oncelikle |A UB| icin bir formiil bulalim. Ik bakista |AUB| ve |A| + |B]
degerlerinin esit oldugunu sdylemek cazip gelebilir ancak bu pek de dogru
degildir. Eger ilk 6nce A kiimesinin, sonra da B kiimesinin elemanlarini sa-
yar ve bunlar toplarsak |A|+|B| degerini buluruz. Fakat A ve B kiimelerinin
ortak elemanlar1 varsa A n B kiimesindeki her eleman iki kez sayilmis olur.

O halde |A| + |B| sayis1 |A U B| sayisindan |A nB| kadar fazladir. Boylece
|JAUB|=|A|+|B|-|AnBj| olur. Bu esitlik kullanigli olabilir.

Gozlem 3.6 Icindelik - Disindalik Formiilii
Eger A ve B sonlu iki kiime ise |[AUB| =|A|+|B|—-|AnB| olur.

Genel olarak A, B ve AnB kiimeleri A uB kiimesinden daha kiiciktiir.
Bu nedenle Gozlem 3.6, potansiyel olarak, |A uB| degerini bulma problemini
ondan daha basit olan ii¢ tane sayma problemine indirgeyebilir. Bu formiile
icindelik-disindalik formuli denir ¢iinkii A n B kiimesinde olan elemanlar,
|A| +|B| tarafindan (iki defa) icerilir ve sonra |A nB| ¢ikartilarak disarida
birakilir. Eger AnB =@ ise |AuB|=|A|+|B| olur. (Bu, toplama ilkesine bir
ornektir!) Buna kargilik eger |AuB| = |A|+|B|ise AnB = @ olmak zorundadir.

Ornek 3.17 Ug karth bir el, 52 karthik standart bir desteden dagitilsin.
Uc karttan iiciiniin de kirmiz1 oldugu ya da iiciiniinde yiize sahip (yani vale,
kiz veya papaz) oldugu kag farkl: el vardir?

Coziim: Kartlarin hepsinin de kirmizi (yani © veya <) oldugu tiim ucli
ellerin kiimesi A olsun. Benzer sekilde hepsi yiize sahip (yani herhangi bir
tiirdeki J, K veya @) kartlardan olusan tiim tclii ellerin kiimesi B olsun.
Bu kiimeler asagida gosterilmistir.

K
A4 = {{,},{,}{},} (Kirmiz kartlar)
oI e v @ o [lo
K
o MDA s
oo (s o o o
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Hepsi kirmiz1 veya hepsi yiize sahip olan ti¢ karth elleri saymak istiyoruz.
Bu say1 |A uBj| ile verilir. G6zlem 3.6 uyarinca |AuB| = |A|+|B|—|ANBj
olur. Simdi |A|, |B| ve |A nB| sayilarin1 tek tek inceleyelim. A kiimesindeki
herhangi bir el, destedeki 26 kirmiz1 karttan ticii secilerek olusturulur.
Bu nedenle |A| = (236) olur. Benzer sekilde B kiimesindeki herhangi bir el,
destedeki yiize sahip 12 karttan ticii secilerek olusturulur. O halde |B| = (132)
olur. Simdi A nB kiimesini ele alalim. Bu kiime, hem kirmizi olup hem de
yiize sahip biitiin ti¢ karth elleri icerir.

K|| K|| J K||J Q| J (Kirmiz yiizla
A n B = ” ) I » » b b ” [y PR
O [¢ [|@ VRV O ¢ kartlar)

Destede sadece 6 tane kirmizi ve yiizli kart vardir. Boylece |AnB| = (g) olur.

Simdi sorumuza cevap verebiliriz. Hepsi kirmizi veya hepsi yiize sahip
olan [AUB| = |A|+IB|-1AnB|= (¥)+ ()~ (§) = 2600 + 220 - 20 = 2800 tane
uc kartl el vardir.

Ornek 3.18 Uc karth bir el, 52 kartlik standart bir iskambil kagid: deste-
sinden dagitilsin. Ug karttan ii¢iiniin de kirmizi olmadig ya da iiciiniinde
yiize sahip olmadigi kac farkl el vardir?

Coziim: Cikarma ilkesini Ornek 3.17°deki cevapla birlestirip kullanalim. Ug
kartl ellerin toplam say1s1 (37) = gii2s; = b = 225150 = 965117 = 22.100
tanedir. Cevab1 bulmak icin bu sayidan, Ornek 3.17’de buldugumuz hepsi
kirmizi veya hepsi yiize sahip olan ti¢ karth ellerin sayisin1 ¢itkarmamaiz

gerekir. Buna gore sorumuzun cevabi 22.100 — 2800 = 19.300 olur.

Gozlem 3.6'nin ti¢ tane kiime igeren bir versiyonu da vardir. Bunun igin
asagidaki diyagramlarla temsil edilen A, B ve C kiimelerini ele alalim.

[N
Ve‘

Gozlem 3.6 icin kullanilan akil yiiritme ile kendinizi

[AuUBUC|=|Al+|B|+I|C|-1AnNB|-|AnC|-IBNnC|+|AnBnC] (3.5)
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olduguna ikna edebilirsiniz. Simdilik bunu goz ardi etmenin biyik bir
zarar1 yoktur ancak bu tiir seyler ilginizi ¢ekiyorsa kombinatorik teorisi
dersi alabilirsiniz. (Bu konuda hocanizdan bilgi alabilirsiniz!)

Boliim 3.7 Alistirmalar:

1.

10.
11.
12.
13.

14.

15.

Bir tiniversitenin matematik veya tarih bolumlerinde (veya her ikisinde) okuyan
523 ogrenci vardir. Matematikte okuyan 100, hem matematik hem de tarihte
okuyan 33 6grenci olduguna gére tarih boliimiinde okuyan 6grenci sayis1 kagtir?

. Hicbir rakami tekrar etmeyen veya rakamlarinin hepsi tek say1 olup tekrar

edebilen dért basamakli kag tane pozitif tamsay: vardir?

. Cift olan veya 0 rakamin icermeyen dort basamakl kag pozitif tamsayr vardir?
. Bu problem 7, H, E, O, R, Y harflerinden olusturulan tekrarl listelerle ilgilidir.

(a) T ile baslamayan veya Y ile bitmeyen dort harfli kac liste vardir?

(b) Uzunlugu dort olan ve T,H,E harflerini verilen sirada art arda iceren kag
liste vardir?

(¢) Uzunlugu alt1 olan ve T,H,E harflerini verilen sirada art arda iceren kag
liste vardir?

. Yedi basamakl ikili dizelerden kag tanesi 1 ile baglar veya 1 ile biter ya da tamm

tamina dort tane 1 igerir?

. Eger AinAsnAg=9pise |[A1UAsUA3| =|A1|+|Ag| +|As]| esitligi dogru mudur?

Aciklayinz.

. Dort kartl bir el, 52 kartlik standart bir desteden dagitilsin. Biitiin kartlarin

ayni tirde veya hepsinin kirmizi oldugu kag el vardir?

. Dort karth bir el, 52 kartlik standart bir desteden dagitilsin. Dort karttan her

birinin farklh tiirde veya dort kartin hepsinin de kirmizi oldugu kag el vardir?

. L, I, S, T, E, D harfleri kullanilarak su kurala gore 4 harfli bir liste yapilmak

isteniyor: Tekrar kullanima izin verilir; listedeki ilk iki harf seslidir veya liste
D ile biter. Bu tiirdeki olas1 listelerin sayis1 kagtir?

Alt1 basamakli sayiladan kag tanesi ya cifttir ya da 5 ile bolintir?
Cift olan veya tam1 tamina ti¢ adet 0 iceren kag tane yedi basamakli say1 vardir?
Uc tane 7 ya da iki tane 2 rakami iceren kac adet bes basamakl say1 vardir?

Sekiz basamakli ikili dizelerden kac tanesi 1 ile biter veya tami tamina dort
tane 1 icerir?

Uc kartl bir el, 52 karthik standart bir desteden dagitilsin. Ug karttan iiciiniin
de kirmizi olmadig ya da tciiniinde aym tiirde olmadiga kac el vardir?

On basamakl ikili dizelerden kac tanesi ya 1 ile baglar ya da 1 ile biter?
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3.8 Coklu Kiimeleri Sayma
Cebinizde dort tane bir kurus, iki tane bes kurus, bir tane on kurus ve iki
tane de yirmi bes kurus olsun. Bozuk paralardan olusan bu koleksiyonu

{1,1,1,1,5,5,10,25,25}

seklinde bir kiime olarak géormek cazip gelebilir. Ancak bu gosterim gegerli
bir model degildir ¢linkii bir kiimenin elemanlar1 tekrar edemez. Bu zorlu-
gun tstesinden gelmek i¢in ¢oklu kiime adi verilen bir yap1 ingsa edelim.
Coklu kiime, bir kiimeye benzer ancak elemanlar tekrar edilebilir. Coklu
kiimeleri gostermek i¢in {} yerine [ | kullanilir. Ornegin, cebinizdeki para

(1,1,1,1,5,5,10,25,25]

coklu kiimesiyle temsil edilir. Coklu bir kiime, kiime ile listenin karigimidir.
Elemanlar tekrar edebilir ama siralamanin énemi yoktur. Ornegin,

(1,1,1,1,5,5,10,25,25]

(25,5,1,1,10,1,1,5,25]
= [25,10,25,1,5,1,5,1,1].

Coklu bir A kiimesinin, tekrarlar: da iceren eleman sayisina kardina-
litesi denir ve bu say1 |A] ile gosterilir. Ornegin A = [1,1,1,1,5,5,10,25,25]
icin |A| =9 olur. Bir elemanin tekrar sayisina o elemanin katliligi denir.
Buna gore A kiimesindeki 1 elemaninin kathlig: 4’tiir; 5 ve 25 elemanlarinin
kathliklar: 2’dir; 10 elemaninin katlilig: 1’dir. Her kiime, elemanlarinin
katliliklar: 1 olan ¢oklu bir kiime olarak goriilebilir. Bu baglamda bog kiime,
hi¢ eleman: olmayan ¢oklu kiime olarak dustniilebilir: ¢ = {} = [].

Coklu kiime kavramini agmak i¢in {a,b,c,d} kiitmesindeki harflerden
olusan ve kardinalitesi 2 olan ¢oklu kiimeleri yazalim:

[a,a] [a,b] [a,c] [a,d] [b,b] [b,c] [b,d] [e,c] [e,d] [d,d].

Yukaridaki ¢coklu kiimelerin elemanlar: alfabetik olarak siralanmigtir (hatir-
lanacag tizere ¢oklu bir kiimenin elemanlar1 keyfi bir gekilde siralanabilir).
Daha sonra 10 adet ¢oklu kiime sozliik sirasina gore dizilmistir.
Kardinalitesi 3 olan ve {a,b,c,d} harflerinden olusan ¢oklu kiimeleri

yazalim:

[a,a,a] la,a,b] la,a,c] la,a,d] la,b,b]

[a,b,c] la,b,d] la,c,c]l la,c,d] la,d,d]

[6,b,b] [b,b,c] [b,b,d] I[b,c,c] [b,c,d]

[b,d,d] [c,c,c]l le,e,d]l [e,d,d] [d,d,d].
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Dikkat edilecegi tizere X = {a,b,c,d} kiimesinin 5 elemanl hic¢ altkiimesi
yoktur fakat kardinalitesi 5 olan [a,a,a,a,al, [a,a,b,c,d], [b,c,c,d,d] vb. cok
sayida ¢coklu kiimesi vardir. Bunlardan tam olarak kac tane vardir?

Coklu kiimelerle ilgili ele alacagimiz ilk soru budur: Sonlu bir X kiime-
sinden, kardinalitesi %2 olan kac tane ¢oklu kiime olusturulabilir?

Bunun i¢in X = {a,b,¢,d} kiimesindeki harflerden olusan ve kardinali-
tesi 5 olan ¢oklu kiimeleri sayarak ise baslayalim. (Bu yaklagim bizi genel
bir formiile gétiirecektir.) Coklu kiimelerin harflerini alfabetik sirada yaza-
biliriz. Simdi, notasyonu biraz degistirelim. Asagidaki tabloda gosterildigi
gibi ayn1 harften olusan gruplar1 cubuklarla digerlerinden ayiralim. Ayrica,
coklu kiimede yer almayan semboller i¢in bile ayirma ¢ubuklar: kullanalim.

Coklu kiime | Cubuklar ile ayrilan gruplar Kod
la,a,b,c,d] aalb|c|d ok |k | %
la,b,b,c,d] albb|c|d *| ok | % |*
la,b,c,c,d] a|b|cc|d RN EEIE
la,a,c,c,d] aal|cc|d MIEIE
[6,b,d,d,d] |bb||ddd | % || * **
la,a,a,a,al aaaaall| sk % % k|||

Eger her elemani * ile temsil edersek coklu kiimeleri * ve | sembollerini
kullanarak agagidaki formda kodlayabiliriz.

her a i¢in bir * her b i¢in bir + her ¢ i¢in bir * her d i¢in bir =

Simdi, yukaridaki tablonun sagdaki stitununa bakalim. Her bir kod, 5
tane yildiz ve 3 tane ¢cubuktan olugan bir listedir. Bu listenin toplam 8 tane
girdisi vardir. Bu tiirde kag liste vardir? Boyle bir listeyi olustururken 8
konumdan 3 tanesini cubuklara ayirip, geri kalan 5 konumu da yildizlarla
doldurabiliriz. Dolayisiyla bu tiirde (g) = SL = 56 tane liste vardir.

Bu say1 sorumuzun cevabidir: X = {a,b,c,d} kiimesindeki sembollerden

olusan ve kardinalitesi 5 olan 56 tane ¢coklu kiime vardir.

Ayn yontem, X kiimesinin elemanlarindan olusan ve kardinalitesi 3
olan ¢oklu kiimeleri saymak i¢in de gecerlidir. Ancak bu kez 5 yerine 3
yildiz kullanilmahdir. Buna gore 3 yildiz ile 3 cubuktan olusan ve uzunlugu
6 olan listelerin sayilmasi gerekir. Bu sekilde (g) = % =20 liste vardir. O
halde X = {a,b,c,d} kiimesindeki harflerden yapilan ve kardinalitesi 3 olan

20 tane coklu kiime vardir. Bu sonug, 6nceki sayfada buldugumuzla aynidir.
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Genel olarak n elemanl X = {x1,x9,...,x,} kiimesinin elemanlarindan
olusan ve kardinalitesi % olan ¢oklu bir kiime, y1ldiz ve ¢ubuk ile kodlanmig

her x; i¢in bir * her x9 i¢in bir * her x3 i¢in bir her x, i¢in bir *
A A A

- ~ | ~ ~ | ~ -~ —_——

******|******|******| ------ |******

biciminde bir listedir. Bu liste, £ tane yildiz ve n —1 tane cubuk icgerir.
(Yildizlarin her biri ¢oklu kiimenin bir elemanina karsilik gelir. Cubuklar,
n tane yildiz grubunu birbirinden ayirir.) O halde listenin uzunlugu 2 +n -1
olur. Boyle bir listeyi, £ +n —1 konumdan n — 1 tanesini cubuklar icin se¢ip
geri kalanlar yildizlar ile doldurarak yapabiliriz. Bu sekilde (k+n 1) tane
liste vardir. Alternatif olarak % tane konumu yildizlar icin secip, geri kalan
n—k tane konumu ¢ubuklar ile doldurabiliriz. Bu sekilde (**77!) tane liste
vardir. Sayfa 91'deki Esitlik 3.4'ten (**771) = (*'" 1) oldugunu hatirlayiniz.

Simdi, yukarida yaptigimiz sayma islemlerini 6zetleyelim.

Gozlem 3.7 Kardinalitesi £ olan ve n elemanh bir X = {x1,xg,...,x,}
kiimesinin elemanlarindan olusan coklu kiimelerin sayisi

SRAt

ile verilir. Bunun sebebi sudur: X kiimesinin n elemanindan olusturulan
ve kardinalitesi £ olan ¢oklu kiimeler, yildizlar ve ¢ubuklar kullanilarak

her x; i¢in bir * her x9 i¢in bir * her x3 i¢in bir * her x, icin bir =
A A A

~ ~ | ~ ~ | ~ ~ ——

******l******|******| ------ |******

formunda bir liste ile modellenebilir. Bu liste, 2 tane yi1ldizdan ve n tane
yildiz grubu birbirinden ayiran n —1 tane ¢ubuktan olusur. Boyle bir
liste, ¢ubuklar i¢in n — 1 tane konum secip, geri kalanlar1 yildizlar ile
doldurarak yapilabilir. Bu isi yapmanin (”+k 1) yolu vardr.

Ornegin, 4 elemanl X = {a,b,c,d} kiimesinden (**;7!) = (3) = 10 tane 2
elemanli ¢coklu kiime olusturulabilir. Bu sonug, 96. sayfada buldugumuz
ile aynidir. Benzer sekilde, X kiimesinin elemanlarindan (**37") = (§) = 20
tane 3 elemanli ¢oklu kiime olusturulabilir. Bu da 96. sayfadakiyle aynidir.

Yine X kiimesinin elemanlarindan (**{7") = (}) =4 tane 1 elemanh ¢oklu

kiime olusturulabilir. Bunlar [a],[5],[c] ve [d] kiimeleridir. Son olarak, X
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kiimesinin elemanlarindan olusturulabilecek 0 elemanli ¢oklu kiime sayis1
(°*271) = (3) = 1'dir. Gercekten de bu sekildeki tek coklu kiime bos kiimedir.

Ornek 3.19 Bir torbada 20 tane kirmizi, 20 tane yesil ve 20 tane mavi
ozdes bilye vardir. Bunlardan 20 tanesini rastgele ¢ekelim. Bu olayin pek
cok olas1 sonucu vardir. Ornegin 11 kirmizi, 4 yesil, 5 mavi veya 20 kirmiz,
0 yesil, 0 mavi vb. bilye gelebilir. Buna gore kag farkli sonug ortaya ¢ikabilir?

Cozum: Her sonug, 3 elemanh X = {k,v,m} kiimesinin elemanlarindan olu-
san ve kardinalitesi 20 olan bir coklu kiime olarak diisiiniilebilir. Ornegin,
11 kirmzi, 4 yesil ve 5 mavi bilyeye karsilik gelen ¢coklu kiime

[K,K,K,K,K,K,K,K,K,K,K,Y,Y,Y,Y,M,M,M,M,M ]
olur. Benzer sekilde 10 kirmizi ve 10 mavi bilyeye karsilik gelen ¢coklu kiime
[ K,K,K,K,K,K,K,K,K,K,M,M,M,M,M,M,M,M,M,M ].

ile verilir. Buna gore toplam sonug sayisi, X = {k,v,m} kiimesinin elemanlar
kullanilarak olusturulan ve kardinalitesi 20 olan ¢oklu kiimelerin sayisidir.

Gozlem 3.7 geregince (*°53 ") = (57) = 231 olas1 sonug vardir.

Gozlem 3.7’deki formiilii akilda tutmak yerine yildiz-cubuk modelini
kullanmak daha iyidir ¢linkii bir problemin yildiz ve ¢ubuklar ile nasil
modellenebilecegini gormek genellikle daha kolaydir. Problemin kurgusu
yapildiktan sonra Gozlem 3.7 otomatik bir sekilde gelir.

Ornegin, her sonucun 20 tane yildiz ve 2 tane cubuk iceren bir yildiz-
cubuk koduna sahip olmasindan hareket ederek Ornek 3.19u ¢ozebiliriz.
(Mesela [k,k,k,K,K,K,K,K,K,K,K,Y,Y,Y,Y,M,M,M,M,M] seklinde gelen bir sonucun
modellemesi  * = % # # % % % x % | % % * x | % % x % % bicimindedir.) Béyle bir listeyi,
22 konumdan ikisini ¢ubuklar i¢in secip geri kalan 20 tanesini yildizlar ile
doldurarak olusturabiliriz. Bu isi yapmanin (222) =231 yolu vardir.

Bir sonraki 6rnek, x + y +z +w = 20 denkleminin negatif olmayan tamsay1
cozlimlerinin sayisi ile ilgilidir. Negatif olmayan tamsayt ¢oziimlerinden
kasit, bu denklemi saglayan ve negatif olmayan tamsayilardir. Ornegin
bu denklemin ¢ézumlerinden biri x =7, y =3, z =5 ve w = 5 ile verilir.
Bunu kisaca (x,y,z,w) = (7,3,5,5) seklinde yazabiliriz. Bunun yam sira
(x,y,z,w)=(1,3,1,15) ve (x,y,z,w) = (0,20,0,0) da birer ¢oziimdir. Bunlara
karsilik, denklemi saglamasina ragmen (x,y,z,w) = (1,—1,10,10) bir ¢6ziim
degildir ¢iinkii y degeri negatiftir. Buna gore toplam olarak kag tane ¢oziim
vardir? Bir sonraki 6rnek, bu tiir bir soruyu ¢6zmenin bir yolunu gosterir.
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Ornek 3.20 Eger x, y, z ve w negatif olmayan tamsayilar ise x+y+z+w = 20
denkleminin kag¢ tane ¢oziimii vardir?

Cozim: Herhangi bir ¢oziimii yildizlar ve ¢ubuklar ile modelleyebiliriz.
Ornegin (x,y,z,w) = (3,4,5,8) coziimiinii

3 4 5 8

—_— | —— | —— | —A——

seklinde kodlayabiliriz. Genel olarak (x,y,z,w) = (a,b,c,d) ¢ozimini

a tane yildiz b tane yildiz ¢ tane yildiz d tane yildiz

A

A A A
-~ m ~ ) ~ ™~ ™~

ile kodlayabiliriz. Bu kod, 20 tane yildiz ile 3 tane ¢ubuktan olusur. Boylece
(x,y,2,w)=(0,0,10,10) cOZUMUNITL || * * s * % s % % % x| % % * % % % % * % % geklinde,
(x,y,2,w) =(7,3,5,5) cOZUMUNTU 1S€ * * s % * % | % % % | % % % % % | % % * %% geklinde
kodlayabiliriz. Buna gore denklemin negatif olmayan bir tamsay: ¢6ziimiinii,
20 y1ldiz ile 3 cubuktan olugan ve uzunlugu 20+3 = 23 olan bir listeyle temsil
edebiliriz. Boyle bir listeyi, 23 konumdan 3 tanesini ¢ubuklar i¢in secip, geri
kalan 20 konumu da yildizlarla doldurarak yapabiliriz. Bu isi yapmanin
(%)= 28, = 232221 _ 93.11.7 = 1771 tane yolu vardir. O halde x+y+z+w =20
denkleminin 1771 tane negatif olmayan tamsay1 ¢6ziimii bulunmaktadir.
Bu 6rnegi ¢cozmenin bagka bir yolu da x+y+z+w = 20 denkleminin ¢6ziim-
lerini {x, y,z,w} kiimesinin 20 elemanl ¢oklu kiimeleri olarak modellemektir.
Ornegin (5,5,4,6) ¢ozimil [x,X,%,%,%, ¥,Y, Y, ¥, ¥, 2,2,2,2, W, w,w,w,w,w] coklu
kiimesine kagilik gelir. Gozlem 3.7’den bu sekilde (20+4 1) = (33)=1771 tane
coklu kiime vardir. Bu say1, x + y + z + w = 20 denkleminin ¢6ziim sayisidir.

Ornek 3.21 Bu problem 0 <x <y <z <w < 10 sartim1 saglayan (x,y,z,w)
tamsay listeleri hakkindadir. Burada her biri birer tamsay1 olan girdiler
kiiciikten bitytige dogru siralanmistir. Ornegin (0,3,3,7), (1,1,1,1) ve (2,3,6,9)
istenilen sart1 saglar ama (2,3,6,4) saglamaz. Bu sekilde kag liste vardir?

Coéziim: Ik cubugun solundaki yildiz sayis1 x, ikinci cubugun solundaki
yildiz sayis1 y, tclincii cubugun solundaki yildiz sayisi z ve dérdiincii ¢u-
bugun solundaki yildiz sayis1 w olmak tizere boyle bir listeyi 10 yildiz ve 4
cubuk ile kodlayabiliriz.

Ornegfin (2,3,6,9) listesi * * | * | * x * | * * x |* olarak kodlanabilir. Benzer
sekilde (1,2,3,4) listesi | * || * | * * % % * x olarak kodlanabilir.
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Asagida tg tane liste, onlara karsilik gelen kodlar ile eslestirilmistir.

0,3,3,7) | s sk sk | | o o s s | sk
(1’171’1) *llll*********
(9,9,9,10) * ok ok ok ok ok ok ok ok ||| |

Bu kodlar, 10 yildiz ile 4 ¢ubuktan olusan ve uzunlugu 14 olan listelerdir.
Boyle bir listeyi 14 konumdan 4 tanesini ¢cubuklar icin se¢ip geri kalan-
lar1 yildizlar ile doldurarak yapabiliriz. Bunu (144) =1001 yolla yapabiliriz.
Cevap: Istenilen 6zellikte 1001 adet liste vardir.

Simdi, farkl bir ¢coklu kiime problemine bakalim. Bunun i¢in “SAAT”
kelimesinin harflerinin permiitasyonlarini diisiinelim. I1k bakista, bu keli-
menin 4 tane harfi oldugu icin 4! = 24 adet permiitasyonu olacagim diisii-
nebiliriz. Ancak bu dogru degildir ciinki harflerin iki tanesi aymdar. Iki
tane A’y1 degis tokus ettigimizde yine ayn1 permiitasyonu elde ederiz. Bu
sorunu ¢6zebilmek i¢in harflerden birini kii¢ciik harf yapalim: SAaT. Buna
gore 24 permiitasyon asagidaki ovalin iginde listelenmigtir.

SAaT ! TAaS ! AaTS ! AaST ! ASaT ! ATaS ! ATSa ! ASTa ! STAa ! TSAa ! TASa ! SATa
SaAT | TaAS | aATS 1 aAST | aSAT i aTAS 1 aTSA i aSTA | STaA i TSaA  TaSA i SaTA

N T e e e

SAAT TAAS AATS AAST ASAT ATAS ATSA ASTA STAA TSAA TASA SATA

Ovalin altindaki satirda da belirtildigi tizere SAAT kelimesinin ayni sii-
tun icinde bulunan permiitasyonlar: esittir. Bu nedenle SAAT sé6zciigiinii
olusturan harflerinin aslinda 45! = % =12 tane permiitasyonu vardir.

Bu soru aslinda bir ¢coklu kiime problemidir. “SAAT” kelimesindeki
harfler [S,A,A,T] ¢oklu kiimesini olusturur. Bu ¢oklu kiimenin 12 tane
permiitasyonu vardir.

Bagka bir 6rnek olarak ANANAS kelimesinin harflerinin permiitasyon-
larina bakalim. Bu sozciikte iki tane N, i¢ tane de A vardir. Baz1 harfler
ayni goriinse de onlar1 degis tokus ettigimizde farkl bir siralama elde ede-
bilecegimiz fiziksel nesneler olarak diisiiniinelim. Aslinda burada alt1 tane
farkli nesne oldugunu vurgulamak icin alt indis kullanmak faydali olabilir:

A1N1AsNoA3S.

Simdi, bu alt1 harfin 6! = 720 tane permiitasyonu vardir. Bu permiitasyon-
larin hepsini yazmak pratik degildir. Ancak bunlar1 asagidaki gibi kismi
olarak listelemek problemi anlamamiza yardimec olur.
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[A1N1A2N2A3S i N1A1AsNg A3 S i N
A;N1A3N2A2S | N1 AjAgNo Ag S |
AoN1A1{NgA3S | N1AsA;NoA3S
1 1
AgN71A3NgA1S | N1AgA3Ng A1 S |
A3N{AgNg A7 S . N1 A3A9NgA; S .
AsN1AIN2 A9 S | NjAzAIN2 A9 S | A;gﬁg{"j.‘ﬁs
1 1 zcugunu
A1NaAgN1A3S 1+ NaAjAgNy A3 S | 720 permiitasyonu
A1N9gA3N1AgS | NgAjA3N1 A9 S |
AgNyA{N1A3S | NgAgA;NjA3S |
AgNgA3N71A1S | NgAgAgN1 A1 S,
1 1
A3NgAg9N1A1S | NgAgAgN1 A1 S !
\A3N2A1N1A28 : N2A3A1N1Ags : )
ANANAS NAANAS

Ik siitun, ANANAS kelimesine karsilik gelen A; N1 ANy AgS ifadesinin
permitasyonlarin listeler. Carpma ilkesine gore bu siitunda 3!2! = 12 per-
miitasyon bulunur ¢iinkii ii¢ A; sembolii kendi aralarinda 3! yolla, iki N;
sembolii ise kendi aralarinda 2! yolla siralanabilir. Benzer gekilde ikinci
stitun, NAANAS “sozciigiine” karsilik gelen 3!2! = 12 permiitasyonu listeler.

A1N1AsN3AsS ifadesinin toplam olarak 6! = 720 permiitasyonu vardir
bunlarin 12’serli gruplart ANANAS kelimesinin belirli bir permiitasyonuna
karsilik gelir. Bu nedenle ANANAS spzciigiiniin toplam olarak 555 = 220 = 60
tane permitasyonu vardir.

Yukarida kullandigimiz distinceyi asagidaki gozlem ile genelleyelim.

Gozlem 3.8 Bir A kiimesinde; katliliklar1 pq,ps,...,py olan n tane ele-
man olsun. Bu durumda A kiimesinin toplam permiitasyon sayisi

n!
pilpa! - pg!

ile verilir.

Ornek 3.22 MISSISSIPPI'deki harflerin permiitasyonlarinin sayis1 kagtir?

Coziim: Bu kelimeyi; bir M, dort I, dort S ve iki P igeren ¢oklu bir kiime ola-

rak diisiinelim. Goézlem 3.8’den ﬁlizzz = 34.650 tane permiitasyon vardir?

Ornek 3.23 [1,1,1,1,5,5,10,25,25] coklu kiimesinin kag tane permiitas-
yonu vardir?

Coziim: Gozlem 3.8 uyarinca #!1!2! = 3780 tane permiitasyonu vardir?
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Boliim 3.8 Alistirmalar:

1.
. Ingiliz alfabesindeki 26 harfden kac tane 2 elemanl ¢coklu kiime olusturulabilir?

10.
11.

12,
13.
14.

15.
16.

17.

18.
19.

20.
21.

{1,2,3,4} sembollerinden kag tane 10 elemanli ¢oklu kiime olusturulabilir?

. Cebinizde her birinin toplam degeri 1 lira olan 1’er, 5er, 10’ar ve 25’er kurus

bulunsun. Bu madeni paralardan 4 tanesini bir arkadasiniza kac farli sekilde
verebilirsiniz?

. Bir torbada 20 kirmizi, 20 mavi, 20 yesil ve 20 beyaz 6zdes top vardir. Bu

toplardan 15 tanesi kac farkli gsekilde cekilebilir?

. Bir torbada 20 kirmizi, 20 mavi, 20 yesil ve bir beyaz 6zdes top vardir. Bu

toplardan 15 tanesi kag farkh gekilde ¢ekilebilir?

. Bir torbada 20 kirmizi, 20 mavi, 20 yesil, 1 beyaz ve 1 siyah 6zdes top vardir. Bu

toplardan 20 tanesi kacg farkli sekilde cekilebilir?

. 20 tane 6zdes top 5 kutuya kac farkli sekilde yerlestirilebilir?
. Girdileri birer tamsay1 olan ve 0 < x < y <z < 100 kogulunu saglayan kac tane

(x,y,2) listesi vardir?

. Bir torbada 50 tane 1 kurus, 50 tane 5 kurus, 50 tane 10 kurus ve 50 tane 25

kurusg vardir. Bu torbadan 30 tane madeni para kag farkli gsekilde ¢ekilebilir?
u+v+w+x+y+z =90 denkleminin negatif olmayan ka¢ tamsay1 ¢6ziimii vardir?

w+x+y+z =100 denkleminin tamsay1 ¢6ziimlerinden kac¢ tanesi w =4, x =2,
y =0 ve z =0 sartlarim saglar?

w+x+y+z =100 denkleminin tamsay: ¢éziimlerinden kag¢ tanesi w =7, x = 0,
y =5 ve z =4 sartlarin saglar?

Alfabetik sirada olmak kosulu ile {4, B, ¢, D, E, F, 6} kiimesinin elemanlarindan
yapilan ve uzunlugu 6 olan kag tane tekrarh liste vardir? (Ornegin, BBCEGG
olabilir fakat BBBAGG olamaz.)

“PEPPERMINT” kelimesindeki harflerinin ka¢ tane permiitasyonu vardir?
“TENNESSEE” kelimesindeki harflerinin ka¢ tane permiutasyonu vardir?

“TUKTUYAAQTUUQ” Kanada’nin kuzeybatisinda yasayan bir toplulugun yerel
dildeki ismidir. Bu ismin kag¢ tane permiitasyonu vardir?

Bir zar art arda alt kez atililiyor. Olas1 sonuglarin kag¢ tanesinde iki kez 1, ti¢
kez 5 ve bir kez de 6 gelir?

Bir madeni para on kez atililiyor. Olas1 sonuclarin kaginda 3 yazi ile 7 tura gelir?

Her kutuda en fazla bir top olmak kosuluyla 15 6zdes top 20 kutuya kac farkli
sekilde yerlestirilebilir?
Bes tane cocuga 25 tane seker kag farkli sekilde dagitilabilir?

10.000 ile 99.999 arasindaki sayilardan kac tanesi, bir ya da daha fazla sayida
3, 4 veya 8 rakam icerir ancak diger rakamlari icermez?
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3.9 Bolme ve Giivercin Yuvas Ilkeleri

Son olarak, bolme ilkesi olarak adlandirilan sayma ilkesini verelim. Ama
oncelikle kullanacagimiz notasyondan bahsedelim. Bir x sayisinin tabani,
lx] ile gosterilen ve kendisinden kiiciik veya esit olan ilk tamsayidir. Ornegin
[%J =2, 19.31] =9 ve |7] = 7’dir. Tavanui ise [x] ile gosterilen ve kendisinden
biiyiik veya esit olan ilk tamsayidir. Ornegin [%] =3,19.311 =10 ve [7] = 7’dir.

Bolme ilkesi giivercinlerle ac¢iklanabilir. Bunun i¢in % tane yuvada ya-
sayan n tane giivercin diisiinelim. (Burada n # & olabilir.) Geceleri biitiin
giivercinler yuvaya girer. O vakitte, yuvalardan bazilarinda birden fazla
giivercin olabilir ve bazilar1 bos kalabilir. Fakat ne olursa olsun, yuva basina
ortalama % tane giivercin diiser. Aslinda yuvalardan en az biri 7 veya daha
fazla sayida giivercin icerir. (Ciinki tiim yuvalar ayn1 anda yuva basina
disen ortalama giivercin sayisindan daha az giivercin iceremez.) Ayrica,
bu say1 yukar1 yuvarlanmahdir ¢liinkii her yuvadaki giivercin sayisi bir
tamsayidir. O héalde en az bir yuva [7] tane veya daha fazla giivercin igerir.

Benzer sekilde en az bir yuvada 7 ya da daha az sayida giivercin vardir
cliinki tim yuvalar, yuva basina diisen ortalama giivercin sayisindan daha
fazla giivercini any1 anda iceremez. Bu say1 agag1 yuvarlandiginda en az
bir yuvada |7] ya da az sayida giivercin oldugu goriiliir.

Bu diisiinceye bolme prensibi denir. (Baz1 kitaplar bunu giivercin yuvast
ilkesinin giiclii formu olarak adlandirir.)

Gozlem 3.9 (Bolme Ilkesi)
Kabul edelim ki n tane nesne % tane kutuya yerlestirilsin. Bu durumda:
* En az bir kutu [71 ya da daha fazla sayida nesne icerir.

* En az bir kutu |7] ya da daha az sayida nesne icerir.

Bu gozlemin kullanigh bir versiyonu daha vardir. Eger n > k ise 7 > 1
olur. Buradan [%] > 1 elde edilir. Yani kutulardan teki birden fazla nesne
icerir. Ote yandan, eger n <k ise 3 <1 olur. Buradan |7] <1 bulunur. Yani
kutulardan en az biri bostur. Boylelikle bolme ilkesi kullanilarak, giivercin
yuvast ilkesi ad1 verilen asagidaki ilke elde edilir.

Goézlem 3.10 (Giivercin Yuvasi Ilkesi)
Kabul edelim ki » tane nesne % tane kutuya yerlestirilsin. Bu durumda:
e Eger n >k ise en az bir kutu birden fazla nesne icerir.

¢ Eger n <k ise en az bir kutu bostur.
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Givercin yuvasi ilkesi, adin1 n tane giivercinin % tane yuvaya (veya
kafese) girdigi senaryodan alir. Eger yuva sayisindan daha ¢ok giivercin
varsa (n > k) baz1 yuvalar birden fazla giivercin icerir. Eger yuva sayisindan
daha az giivercin varsa (n < k) o zaman en az bir yuva bos kalir.

Carpma, toplama ve ¢ikarma ilkeleri gibi gayet acik ve net olan bélme
ve giivercin yuvasi ilkeleri; acik olmayan 6nermeleri ispatlamak i¢in kulla-
nilir. Buradaki zorluk, onlarin nerede ve nasil uygulanacaklarini gormektir.
Bunun i¢in basitten baglayip giderek zorlasan 6rneklere bakalim.

Dikkat edilirse 13 kisilik bir gruptaki en az iki kisi ayn1 ay dogmustur.
Son derece acik olan bu sonug gercekten de giivercin yuvasi ilkesine dayanir.
Bunu goérmek i¢in 13 kisiden herbirini birer nesne olarak diisiinelim ve
onlar1 dogum aylar: olan “kutulara” koyalim. Kutulardan (aylardan) daha
fazla sayida insan oldugu i¢in en az bir kutuda (ayda) iki veya daha fazla
kisi vardir. Bu, 13 kisiden en az ikisinin ayni ayda dogdugu anlamina gelir.

Ayrica, bolme ilkesine gore 100 kisilik herhangi bir gruptaki [%] =9
veya daha fazla kisi ayn1 ayda dogmustur. Buna ek olarak bélme ilkesi,
[%J = 8 veya daha az sayida kisinin dogdugu bir ay oldugunu garanti eder.

Ornek 3.24 Birbirinden farkli alt: tane rakam rastgele secilsin. Bunlar-
dan iki tanesinin toplaminin 9 oldugunu gosteriniz.

Ornegin 0, 1, 3, 5, 7 ve 8 sectiginizi varsayalim. Buna gére 1+8 =9 olur.
Eger 4,5, 6, 7, 8, 9 se¢seydiniz 4+ 5 =9 olurdu. Problem, rakamlar1 nasil
secersek secelim bunun daima dogru oldugunu géostermemizi istemektedir.

Coziim: Alt1 tane fakli rakami ele alalim. Bunlardan ikisinin toplaminin 9
olmasinin sebebi sudur: Asagida gosterildigi gibi, her biri iki tane rakam ile
etiketlenmig bes adet kutu diistinelim. Bu kutularin tizerindeki rakamlar,
toplamlar:1 9 olacak sekilde secilmigtir.

0,9 1,8 2,7 3,6 4,5

Sectigimiz her rakam, iizerinde o rakam yazan kutuya koyalim. Ornegin,
eger 7 rakaminm sectiysek onu lizerinde “2, 7” yazan kutuya koyalim. (Eger
secildiyse, 2 rakami da bu kutuya girecektir.) Secilen alt1 rakam1 bu gekilde
bes kutuya yerlestirelim. Kutulardan daha cok sayida rakam oldugu i¢in
guivercin yuvasi ilkesi geregince bazi kutular birden fazla (yani iki tane)
rakam igerir. Bu rakamlarin toplami 9’dur.

Eger sadece bes tane rakam se¢mis olsaydik bunlardan ikisinin toplam1
9 olmayabilirdi. Ornegin sanssiz bir sekilde 0, 1, 2, 3, 4 rakamlarin1 sece-
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bilirdik. Ancak alt: tane rakam sectigimiz zaman, giivercin yuvasi ilkesi
bunlardan ikisinin toplamin 9 olacagini1 garanti eder.

Ornek 3.25 Bir magazada bulunan satis makinasi; icerisinde karismis
halde bulunan kirmizi, yesil, mavi ve beyaz renkli sakizlarin tanesini 5
kurustan satmaktadir. Magaza, belirli sayida alinan sakizlardan 13 veya
daha fazlasinin ayni renkte olmasi durumunda promosyon olarak 5 lira 6de-
mektedir. Bu promosyondan yararlanmak i¢in en az kag¢ sakiz alinmalidir?

Coziim: Satin alinan sakizlarin sayisi n olsun. Bu sakizlar1 KIRMIZI, YESIL,
MAVI ve BEYAZ olarak adlandirdigimiz kutulara koydugumuzu diisiinelim.
(Yani kirmiz1 sakizlar kirmizi kutuya, yesil sakizlar yesil kutuya vs.)

KIRMIZI YESIL MAVi BEYAZ

Bolme ilkesine gore en az bir kutu [%] veya daha fazla sayida sakiz icerir.
Eger [1=13 ise sakizlardan 13 tanesi ayn1 renktedir. Bu da 7 > 12 olmas1
ile miimkiindiir. (Yani % kesrinin tavani 12’den biiyiik bir tamsay1 olmalidir.)
Buna gore n >4-12 =48 yani n =49 oldugunda, satin alinan sakizlardan en
az [47?] = [12.25] = 13 tanesinin aynm renkte olacagini séyleyebiliriz.

Cevap: Makinaya 49 tane bes kurus yani 2,45 lira atarak 49 adet sakiz
alinmasi gerekir. Bu durumda kazanacaginiz 5 liradan 2,55 lirasi size kalir.

Yalnizca 48 tane sakiz aldiginizda da belki kazanabilirsiniz. Ancak bu du-
rumda her renkten 12 tane sakiz gelme ve 5 liray1 kacirma ihtimali bulun-
maktadir. Ayrica 49’dan fazla sakiz satin aldiginizda da 5 lira kazanirsiniz
ancak makinaya gerekenden daha fazla 5 kurus atmis olursunuz.

Yukaridaki soruyu ¢6zmek i¢in ille de kutular1 kullanmak gerekmez.
Bazi insanlar sadece ortalamaya dayanarak bir sonu¢ ¢ikarmayi tercih
eder. Problemi bu yolla ¢6zmek i¢in toplam sakiz sayisina n, kirmizi sakiz
sayisina k, yesil sakiz sayisina y, mavi sakiz sayisina m, beyaz sakiz sayisina

b diyelim ve n =k + y + m + b yazalim. Buna gore belirli bir renkte ortalama
k b
Erytmro _17 tane sakiz vardir. Ayn1 renkten 13 tane sakiz olabilmesi

icin bu ortalamanin 12’den biiyiik olmasi gerekir ve bu sarti saglayan en
kicik say1 n = 49’dur. Bu yontem, bolme ilkesinin en sade halidir.
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Ornek 3.26 Asagidaki dik iicgenin icerisine dokuz tane nokta rastgele
yerlestirilsin. Bu noktalardan t¢iiniin, alani % birimkare veya daha az olan
bir licgen olusturdugunu gosteriniz. (Burada, alani sifir olan yani kogeleri
ayni dogru tizerinde bulunan ticgenlere izin verilmektedir.)

[
1

Cozim: Asagida gosterildigi gibi verilen iicgeni kesikli cizgilerle dort
tane ticgene ayiralim. Kiiciik ticgenlerden herbirinin alani %bh = %%% = %
birimkaredir. Ashinda kiiciik tiggenleri birer “kutu”

olarak diisiinebiliriz. Buna gore 9 tane nokta 4 tane

kutuya yerlestirilmistir. (Kesikli c¢izgilerin tizerinde

1 olan noktalari, asagisindaki veya solundaki kutuya ait

kabul edelim.) Bolme ilkesine gore [%] = 3 tane nokta

iceren en az bir kutu vardir. Bu ii¢ noktanin olugtur-

N dugu tli¢cgenin alani, igerisinde bulundugu “kutunun”
alanindan daha biiyiik olamaz. Sonug olarak bu ti¢

nokta, alani % veya daha az olan bir tiggen olusturur.

Bolim 3.9 Alistirmalar:

1. Altitane dogal say1 rastgele se¢ilsin. Bunlardan en az ikisinin 5 ile boliimlerinden
kalan sayilarin ayn oldugunu gosteriniz.

2. Belirli sayida kart, 52 kartlik standart bir iskambil kagid1 destesinden yiizleri
asag doniik bir sekilde dagitiliyor. Ayni tiirden beg tane kart oldugundan emin
olmak icin yerde en az kag tane kart olmalidir?

3. Bir zar en az kag defa atildiginda 10 veya daha ¢ok kez aym sonug gelir?

4. Kenar uzunluklar: birer birim olan bir karenin icinden rastgele bes tane nokta

secelim. Bu noktalardan en az ikisinin birbirlerine en fazla ‘/75 birim uzaklikta
olduklarim gosteriniz.

5. Birbirinden farkl yedi tane dogal sayidan olusan bir kiimede, toplamlar: veya
farklar1 10 ile béliinen iki tane tamsayinin oldugunu ispatlayiniz.

6. Biiyiik daire, bir S kiiresinin kendi merkezinden gecen diizlem ile kesigimidir.
Her biiylik daire, S kiiresini iki parcaya ayirir. Yarimkiire, bu pargalardan birinin
biiyiik daire ile birlegsimidir. Eger S kiiresinin i¢ine bes tane nokta rastgele yer-
lestirilirse bunlardan dérdiini iceren bir yarimkiirenin var oldugunu gosteriniz.
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3.10 Kombinatoryal Ispat

Kombinatoryal ispat, iki ifadenin esit oldugunu kanmitlamak i¢in onlarin
ayn1 sayma probleminin cevaplar: oldugunu géstermeye dayanan bir ispat
yontemdir. Aslinda bu yontemi (adina kombinatoryal ispat demeden) 90.
sayfada kullandik ve (*}) = (,",) + (}) Pascal esitligini gosterdik.

Ispat1 yaparken su argiimani kullandik. Esitliginin sol tarafindaki (”,:1)
sayisi, n + 1 tane elemani olan S = {0,1,2,...,n} kiimesinin £ elemanh altkii-
melerinin sayisidir. Egitligin sag tarafi da ayni sayiya esittir ¢clinkii S’nin
k elemanh altkiimeleri 0 elemanini ya icerir ya icermez. S’nin 0 iceren
k elemanl altkiimelerini, 0 ile baslayip {1,2,...,n} kiimesinden £ -1 tane
eleman secerek (,",) yolla olusturabiliriz. Buna kargilik 0 icermeyen % ele-
manh altkiimeleri, {1,2,...,n} kiimesinden % tane eleman secerek (}) yolla
olusturabiliriz. Bu nedenle

0 A T

—— —— ——
S={o,1,...,n} S kiimesinin S kiimesinin
kiimesinin 0 iceren 0 icermeyen
k elemanl k elemanl k elemanli
altkiime sayis1 altkiime sayisi altkiime sayisi

yazabiliriz. Her iki taraf da S kiimesinin % elemanh altkiimelerinin sayis1
oldugu icin bu esitlik dogrudur. Bu bir kombinatoryal ispattir.

Ornek 3.27 Kombinatoryal ispat ile (}) = (,”,) oldugunu gésteriniz.

Cozim. Eger k <0 veya k > n ise bu esitligin her iki tarafi da tanimi geregi
0 olur. Yani esitlik dogal olarak saglanir. Bu nedenle ispatin geri kalan
kisminda 0 < % < n oldugunu varsayabiliriz.

Esitligin sol tarafindaki () ifadesi, S = {1,2,...,n} kiimesinin % elemanl
altkiimelerinin sayisidir. Dikkat edilirse 2 elemanli her X = S altkiimesi,
n—k elemanl tek bir X =S — X ¢ S altkiimesi ile eslenebilir. O halde, S’nin

k ve n—k elemanh altkiimelerinin sayilar: aymdir. Yani, (7) = (,",) olur.

Aslhinda (}) icin verilen formiilii kullanarak da (}) = (", ) esitligini hizlica

gosterebilirdik:

n! n! n!

n . : n
(n—k) -kl (n-(-k)Y)  (n-RIE! Rl n-k) (k)'
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Terimlerin anlamini kullandig icin kombinatoryal ispatlarin biraz “aldatict”
oldugunu hissedebilirsiniz. Bir sonraki 6rnekte oldugu gibi kombinatoryal
ispatlar genel olarak formiilleri kullanmaktan daha kolaydar.

Herhangi bir n pozitif tamsayisi icin i (Z)2 = (2:) oldugunu gosterelim.
Bu esitilik (%)% +(%)*+ (%) +--+(")* = (*) il(;e i_tf)ade edilebilir. Ornegin, n = 5i¢in
B+ )+ + )+ )+ (9" = (%) ya da daha agik olarak

12452 +10%+10%+52 +12 = (1)

yazilabilir. Her iki tarafi da 252 oldugu i¢in yukaridaki esitlik dogrudur. Ge-
nellersek bu 6nerme, Pascal iiggeninin n—yinci satirinda bulunan terimlerin
kareleri toplaminin (**) oldugunu belirtir.

2n

n

. n 2
Ornek 3.28 Kombinatoryal ispat ile ) (Z) = (

) oldugunu gosteriniz.
k=0

Céziim. Dikkat edilirse 2n elemanli bir S kiimesinden » tane eleman (*")
yolla secilebilir. Bu say1 egitligin sag tarafinda verilmigtir.

Bunu farkl: bir gsekilde sayalim. |A| =n, |B| =n ve AnB = @ olmak tizere
S kiimesini S = A UB seklinde iki parcaya ayiralim.

Simdi 0 < & < n gartinm1 saglayan sabit bir % i¢in A kiimesinden % tane, B
kiimesinden n—k% tane eleman secelim. Bu sekilde S’den toplam £+(n—k)=n
tane eleman se¢mis oluruz. Carpma ilkesine gore bu sekilde S kiimesinin
(7)(,",) tane n elemanh altkiimesini elde ederiz.

Buradaki £ tamsayis1 O ile n arasindaki herhangi bir tamsayidir. Buna
gore S kiimesinden n tane eleman

—_—
S S
—_
(RN

N —— N -~
o N — - N o~ ™ o 2 O
= = = I = | = | a 4
< Q < N o] N o] N [} [}
© c o T o T o ©
< Q < :g < g < % < M
q [3a) [3a)

yolla secilebilir. Bu ifadeyi, (,",) = (;) esitligini kullanarak,

GE+ DD +E)E) ++ ()G veya (6)+()*+(G) + -+ ()= é

seklinde yazabiliriz.

Ucretsiz PDF siiriimii [@) ev-nc-no ]



110 Sayma

Ozetleyecek olursak S kiimesinden n tane eleman se¢me yolarini iki
farkli sekilde saydik. Ilk metot ile bu saymin (*") tane, ikinci metot ile

3 (")? tane oldugunu gordiik. Sonug olarak 3 (®)? = (*") olmahdur.
k=0

Kombinatoryal ispat yontemini kullanmak i¢in firsatlar1 kollamal1 ve
diger derslerdeki ispatlari okurken bunlara dikkat etmelisiniz. Ayrica asa-
gidaki alistirmalardan bazilarini deneyebilirsniz. Ise yarayan bir fikre
ulagmak icin bazen yaratici bir sekilde diisiinmek ve yanlis baglangiclar
yapmak gerekir. Bunu basardiginizda, ¢6ziim genellikle ¢ok basittir.

Boliim 3.10 Alistirmalar:

Kombinatoryal ispat yontemiyle asagidaki esitlikleri ispatlayiniz. Buradaki m,n,k
ve p degiskenlerini negatif olmayan tamsayilar olarak kabul edebilirsiniz.

n+2

1. 1(n-0)+2(n-1)+3(n—-2)+4(n—3)+---+(n-1)2+(n-0)1 = ("%
2. 1+2+3+--+n= ("3}
3. (5)G2) =)

4. P(n,k)=P(n—-1,k)+k-P(n—-1,k—-1)

S
I
o

®
Bl
13
=3
=
+ 3
t/

1
§3
+ +
B3

<)

M=
S =
1l

§3
+ +
_

2
I
3

10.

Ms TMs

11.

B
1l

0

M=
—
>3
=
—
RIS
NI

1l

—
33
N

\]
i
3

12.

_
I
(=)
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UNITE 4

Dogrudan Ispat

Artlk baz1 teoremleri ispatlama vakti geldi. Bunu yapmak icin gesitli
yollar vardir. Simdi bu yollarin en basiti olan ve dogrudan ispat olarak
adlandirilan yontemi inceleyelim. Bu igse baglarken, su ti¢c anahtar terimin
anlamini akilda tutmak onemlidir: teorem, ispat ve tanim.

Dogru bir matematiksel 6nermeye teorem denir. Buna gore bir teorem
dogrulanabilir (ve dogrulanmis) olmalidir. Hig bir siipheye yer birakmak-
s1zin, bir teoreminin kesinlikle dogru oldugunu gosteren yazili ifadeye
teoremin ispati denir. Bir ispat anlagilabilir olmalidir. Yeterli altyapiya ve
bilgiye sahip herkesi ikna edebilmelidir. Buradaki bilgiden kasit; teorem
ve ispatinin icerdigi matematiksel kelimelerin, ifadelerin ve sembollerin
anlamlarin1 kavrayabilmektir. ispatta kullanilan her kelime, hem ispat1
yazan hem de ispat1 okuyan i¢in ayn1 anlama gelmelidir. Aksi halde giderile-
meyecek bir belirsizlik ortaya ¢ikar. Tanim, matematiksel bir kelime veya
ifadenin anlaminin tam ve net aciklamasidir. Oniimiizdeki iki boliim bo-
yunca teorem ve tanim kavramlari tizerinde duracagiz. Daha sonra ispatlar
yazmaya hazir olacagiz.

4.1 Teoremler

Teorem, dogru oldugu ispatlanmis olan bir 6nermedir. Matematik egiti-
miniz boyunca bircok teoremle karsilagtiniz. Asagida, lisans diizeyindeki
analiz kitaplarinda bulunan bazi teoremler verilmistir. Ispatlarini okuma-
mis olsaniz bile bu teoremler size tanidik gelecektir.

Teorem: Bir f fonksiyonu I acik araliginda diferansiyellenebilir ve c € I
olsun. Eger f fonksiyonunun I iizerindeki maksimum veya minimum
degeri f(c) ise f'(c) =0 olur.

Teorem: Eger }7° | a; yakinsak ise lim a;, =0 olur.

k—o00

Teorem: Kabul edelim ki f fonksiyonu bir [a,b] aralig1 tizerinde stirekli
olsun. Bu durumda f ayni aralik tizerinde integrallenebilirdir.

Teorem: Mutlak yakinsak olan her seri yakinsaktir.
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Dikkat edilirse yukaridaki teoremlerden her biri ya “Eger P ise Q.”
kosullu formundadir ya da bu forma déniistiiriilebilir. Ilk teorem, bir takim
kurgu yapan “Bir f fonksiyonu I actk araliginda diferansiyellenebilir ve c € 1
olsun.” ciimlesiyle baslar ve kosullu 6nerme bundan sonra gelir. Ugiincii
teorem ise “Kabul edelim ki P. Bu durumda @.” formundadir ve bu ifade
“Eger P ise @.” ile aynm1 anlama gelir. Son teorem ise “Eger bir seri mutlak
yakinsak ise yakinsaktir.” seklinde yeniden yazilabilir.

Bagka bir érnek daha verelim. Ornek 3.28'de verilen ¥7_, M? = (3

ifadesindeki n degerinin (s. 109) bir tamsay: oldugu vurgulamak ic¢in bu
onermeyi kogullu formda ifade etmek daha iyidir.

Teorem: Eger n negatif olmayan bir tamsayi ise i (Z)2 = (2:) olur.
“Eger P ise @.” formundaki bir teorem, P 6nermesinden yeni bilgi iireten
bir aracg olarak diigiiniilebilir. Boyle bir teorem, P dogru oldugunda @ nun
da dogru olacagini garanti eder. Bilgilerin bu sekilde tiiretilmesi yararl

oldugu icin “Eger P ise @.” formundaki teoremler olduk¢a yaygindir.
Fakat her teorem kosullu bir formda olmak zorunda degildir. Bazilar
cift kosula sahip olan P < @ formundadir ve bunlar iki tane kosullu 6nerme
ile ifade edilebilir. Diger teoremler ise belirli konular hakkindaki gézlemleri
belirtir. Bunun bir 6rnegi, analiz dersinden bildiginiz asagidaki teoremdir.

Teorem: 1+ % + % + % + % +--- harmonik serisi iraksaktir.
Bu teoremi kosullu bir 6nerme olarak ifade etmek zordur (edilse de garip
olur). Yine de teoremlerin ¢ogu kosullu birer 6nermedir. Bundan dolay1
kitabin biiyiik bir kism1 bu tiirdeki teoremler lizerine yogunlasacaktir.

“Teorem” kelimesiyle ayni1 anlama gelen birka¢ kelime daha vardir.
Ama bu kelimeler biraz farkl sekilde kullanilir. Genel olarak “teorem”
kelimesi, onemli olan veya onemli kabul edilen 6nermeler i¢in rezerve edilir
(6rnegin, Pisagor teoremi). Dogru ama ¢ok 6nemli olmayanlar énermeler
icin bazen sadece 6nerme kelimesi kullanilir. Lemma, asil amaci bagka bir
teoremi ispatlamaya yardim etmek olan bir teoremdir. Sonug, bir teoremin
veya onemenin hemen ardindan yapilan dogrudan ve dogal ¢cikarimdar.
Simdilik bu kelimelerin hepsini hatirlamak ¢ok da 6nemli degildir. Bunlar:
kullandikca, anlamlar: yerine oturacaktr.

Asil amacimiz teoremlerin nasil ispatlandigini1 6grenmektir. Yukaridaki
orneklerden goriilecegi lizere teoremleri kanitlamak i¢in kogullu 6nermele-
rin anlamin cok iyi bilmek gerekir. Unite 2’de kosullu 6nermeleri kapsamli
bir sekilde ¢calismamizin ana sebebi budur. Buna ek olarak tanimlarin
rolini anlamak da ¢ok 6nemlidir.
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4.2 Tanimlar

Bir teoremin ispat1 kesinlikle inandirici olmalidir. Belirsizlikten kaginmak
gerekir. Her matematiksel terimin tam ve net anlami konusunda herkes
hemfikir olmalidir. Unite 1’de N, Z, R, Q, ¢ kiimeleri ile € ve = sembolle-
rini tanimladik. Bunlar: sik bir gekilde kullanacagiz. Simdi, yine siklikla
kullanacagimiz birkac¢ tanim daha verelim.

Tanim 4.1 Eger n = 2a olacak sekilde bir a € Z var ise n ¢ifttir.

Ornegin, 10 = 2-5 oldugu icin 10 cifttir. Ancak bu tamima gore 7 cift
degildir ciinkii 7 = 2a olacak gekilde bir a tamsayis1 yoktur. Cift olmayan bir
say1iy1 tek say1 olarak tanimlamanin yanlis bir tarafi olmasa da agsagidaki
tanim daha elle tutulurdur.

Tanim 4.2 Eger n =2a + 1 olacak sekilde bir a € Z var ise n tektir.

Ornegin, 7 = 2-3+1 oldugu icin 7 tektir. Bu tanimlar, cift veya tek
say1 kavramlariyla ilgilenirken kullaniriz. Ik tanim, uygun bir a tamsayisi
kullanilarak, bir ¢ift sayinin 2¢ seklinde yazilabilecegini belirtir. Tkinci
tanim, b bir tamsay1 olmak iizere eger bir say1 2b + 1 formunda ise bu
sayinin tek say1 oldugunu séyler.

Tanim 4.3 Her ikisi de tek veya her ikisi de ¢ift olan iki tamsay1 ayni
pariteye sahiptir. Aksi halde bu sayilar karsit paritelidir.

Bu tanima gore 5 ve —17 ayn1 pariteye sahiptir. Benzer gsekilde 8 ve 0
ayn paritelidir. Ancak 3 ve 4 kargit paritelidir.

Tanimlar hakkinda iki noktaya temas edelim. Birincisi, bu kitapta ta-
nimlanan kelimeler ve terimler koyu harflerle yazilmistir. Ikincisi, anlamini
tam olarak kargilamak icin tanimlar ¢ift kogullu 6nermelerle ifade etmek
daha uygundur ancak onlar1 tek kosullu onermelerle ifade etmek daha
yaygindir. Ornegin, cift say1 tanimindan su anlasilir: Eger n cift ise n = 2a
olacak sekilde bir a € Z vardir ve eger n = 2a olacak sekilde bir a € Z var
ise n cifttir. Bu nedenle tanim teknik olarak “Bir n tamsayist cifttir ancak
ve ancak n = 2a olacak gekilde bir a € Z vardir.” bicimindedir. Fakat her ne
kadar c¢ift kogullu bir 6nerme seklinde yorumlansa da tanimlar: tek kosullu
formda ifade etmek neredeyse evrensel bir kural haline gelmistir. Bunun,
kelimeleri ekonomik olarak kullanmaktan baska iyi bir aciklamas1 yoktur.
Tanimlar1 yazmanin standart yolu budur ve buna aligsmak gerekir.

Asagida siklikla kullanacagimiz bagka bir tanim verilmigtir.
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Tanim 4.4 Kabul edelim ki a ve b iki tamsay1 olsun. Eger b = ac olacak
sekilde bir ¢ € Z var ise a|b yazilir ve a boéler b diye okunur. Ayrica a
tamsayisi b’nin bir bolenidir veya b tamsayisi a’nin bir katidir da denir.

Ornegin, 15 = 3-5 oldugu icin 5 tamsayis1 15’1 boler. Bunu belirtmek icin
5|15 yazilir. Benzer sekilde 32 = 8-4 oldugu icin 8|32 ve 6 = (—6)-(—1) oldugu
icin —6|6 olur. Fakat 6 tamsayis1 9'u bélmez ¢linkii 9 = 6- ¢ olacak gekilde
bir ¢ tamsayis1 yoktur. Bu durumda “6 bolmez 9” denir ve 619 yazilir.

Sembolleri yorumlarken dikkat edilmelidir ¢linkii a|b ile a/b arasinda
biiylk bir fark vardir. Burada, a|b ifadesi bir 6nermedir fakat a/b ifadesi
bir kesirdir. Ornegin, 8|16 dogrudur fakat 8|20 yanhstir. Buna karsilik
8/16 = 0,5 ve 8/20 = 0,4 birer sayidir fakat onerme degildir. Bunlardan birini
ifade etmek isterken yanliglikla digerini yazmamaya 6zen gosterilmelidir.

Her tamsayinin bolenlerinden olusan bir kiime vardir. Ornegin 6'nin
bélenlerinin kiimesi {a € Z:a |6} ={-6,-3,-2,-1,1,2,3,6} ile verilir. Benzer
sekilde 5’in bolenlerinin kiimesi {-5,-1,1,5} olur. Dikkat edilirse 0’1n bélen-
lerinin kiimesi Z’dir. Bu bizi asina oldugumuz asagidaki tanima yonlendirir.

Tanim 4.5 Sadece iki tane pozitif boleni (1 ve kendisi) olan bir n dogal
sayisina asal say1 denir. Ikiden fazla pozitif boleni olan bir dogal sayiya
bilesik say1 denir. (Boylelikle 1 <a,b < n olmak tizere n bilesiktir ancak
ve ancak n =ab’dir.)

Ornegin 2, 5 ve 17 birer asal sayidir. Bu tanima gore 1 ne asaldir ne de
bilesiktir ¢iinkii sadece bir tane pozitif boleni vardir ve bu bolen 1’dir.

Tanim 4.6 Hem a hem de b tamsayisini bélen en biiyik sayiya a ile
b’nin en biyik ortak boéleni denir. Bu say1 ebob(a, b) ile gosterilir.

Sifirdan farkli a ve b tamsayilarinin birer kati olan en kii¢iik dogal sayiya
a ile b'nin en kiiciik ortak kati denir. Bu say1 ekok(a, b) ile gosterilir.

Buna gore ebob(18,24) = 6, ebob(5,5) =5 ve ebob(32,—8) = 8 olur. Benzer
sekilde ebob(50,18) = 2 ve ebob(50,9) = 1’dir. Ayrica ebob(0,6) = 6 olur ¢liinkii
her tamsay1 0’1 boler ancak 6’nin en biiytiik béleni 6°dir.

Dikkat edilirse ebob(0,0) ifadesi biraz sorunludur. Her tamsay1 01 béler.
Buradan ebob(0,0) = co sonucu ¢ikar. Bunun iistesinden gelmek i¢in ebob(a, b)
ifadesindeki a ve b tamsayilarindan en az biri sifirdan farkli kabul edilir.

Orneklerimize devam edecek olursak ekok(4,6) = 12 ve ekok(7,7) =7 olur.

Kuskusuz ki terimlerin hepsi birden tanimlanamaz. Eger bir tanimdaki
her kelime tanimlanacak olsaydi, burada kullanilan kelimeler i¢cin ayri
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tanimlar yapilmasi ve tanimlanan kelimeler zinciri dairesel olana kadar
bu siirecin devam ettirilmesi gerekirdi. Bu nedenle hicbir tanimlama ve
dogrulama gerektirmeyen bazi kavramlarin dogru oldugu kabul edebiliriz.
Ornegin bir tamsayinin (veya reel sayinin) ne oldugunu tanimlamaya gerek
yoktur. Toplama, carpma, ¢ikarma ve bélme islemlerini de tanimlamadan
ozgur bir sekilde kullanabiliriz. Bu tiir kavramlari, toplama ve ¢carpma
islemlerinin degisme ile dagilma 6zelliklerindeki ya da aritmetik ve cebirin
diger standart 6zelliklerindeki gibi, dogru kabul ederek kullanabiliriz.

Bolim 1.9°da belirtildigi gibi N, Z, Q ve R kiimeleri tizerinde dogal bir
siralamanin var oldugunu kabul edebiliriz. Buna goére 6rnegin “5 < 7” ve
“x < yise —x > —y” gibi 6nermeleri dogrulamaya gerek yoktur.

Ayrica ispatini1 vermeksizin agagidaki gozlemi dogru kabul edebiliriz.

Gozlem 4.1 Eger a ve b iki tamsay1 ise bunlarin toplami, carpimi ve
fark: birer tamsayidir. Yani a,beZisea+beZ,a—-beZ ve abe Z olur.

Buna gore tamsayilarin +, — ve - igslemleri altinda elde edilen kombinas-
yonlar1 da birer tamsayidir. Ornegin a,b,c € Z ise a®b —ca + b € Z olur.

Herhangi bir a tamsayisi, pozitif bir & tamsayisina boliinerek ¢ bolimii
ve r kalani elde edilir. Buradaki ¢ ve » tamsayilar1 bir tektir. Ornegin a = 17
tamsayisi 3 ile boliinerek g = 5 boliimii ve r = 2 kalani bulunur. Sembolik
olarak 17=5-3+2 veya a = ¢ - b + r yazilabilir. Bolme algoritmast olarak
adlandirilan bu gozlemden 30. sayfada bahsedilmistir.

(Bolme Algoritmasi) Kabul edelim ki a ve b iki tamsay1 ve b > 0 olsun.
Bu durumda a = gb+r ve 0 < r < b olacak sekilde ¢ ve r tamsayilar: vardir.

Ispati (en azindan simdilik) olmadan kabul edecegimiz gézlemlerden biri
de sudur: 1’den biiyiik olan her dogal sayi, asal sayilarin ¢arpimi olarak tek
bir sekilde yazilabilir. Ornegin 1176 tamsayis1 1176 =2-2-2.3-7-7=2%.3.72
seklinde asal carpanlarina ayrilabilir. Burada teklikten kasit, 1176’'min her
asal ayrisiminin daima ayni asal carpanlara (ii¢ tane 2, bir tane 3 ve iki tane
7) sahip olmasidir. Buna gore 6rnegin 1176 tamsayisinin 5 carpanina sahip
hicbir asal ayrisitmi yoktur. Bir sayiy1 asal ¢carpanlara ayirirken, o sayinin
farkl asal ayrigimlarinin olmayacag: ¢ok acikmig gibi goriinebilir. Oldukc¢a
onemli olan bu gozlemin ispati ¢cok da acik degildir. Yine de 1’den biiyiik her
dogal sayinin tek bir asal ayrisima sahip oldugunu memnuniyetle kabul
edebiliriz. (Bu konu Bolim 10.3’de tekrar ele alinacaktir.)

Kabul edecegimiz diger tanim ve gozlemler yeri geldikce verilecektir.
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4.3 Dogrudan Ispat Yontemi

Bu boliimde, kosullu forma sahip teoremleri ve 6nermeleri ispatlamak i¢in
kullanilan ve dogrudan ispat olarak adlandirilan basit bir yontemi ince-
leyecegiz. Konuyu basit tutmak icin ilk 6rneklerimiz, dogrulugu neredeyse
acik olan onermelerden olusmaktadir. Bu nedenle 6rnekleri, teorem yerine
onerme olarak adlandiracagiz. (Hatirlanacagi tizere 6nerme, dogru olan
ancak bir teorem kadar kayda deger olmayan bir ifadedir.)

Dogrudan ispat yonteminin ¢calisma prensibini anlamak i¢in asagidaki
formda verilen bir 6nermeyi g6z oniine alalim.

Onerme Eger P ise Q.

Bu 6nerme, P = @ formundaki kosullu bir 6nermedir. Amacimiz bu
kosullu 6nermenin dogru oldugunu gostermektir. Nasil baglayacagimizi
gormek icin P = @ dnermesinin dogruluk tablosuna bakalim:

PlQ|P=>¢q
D/ D| D
DlY| Y
Y|D| D
Y|Y| D

Bu tablo, P yanligken P = @ 6nermesinin otomatik olarak dogru oldugunu
gosterir. Bu nedenle P = @ 6nermesini dogrularken P’nin yanlis oldugu
durumlar goz ardi edilir ¢iinkii (tablonun son iki satirina gore) boyle durum-
larda P = @ otomatik olarak dogrudur. Ancak (tablonun ilk iki satirinda
oldugu gibi) P dogruyken ¢ok dikkatli olunmalidir. P’nin dogru olmasi-
nin, @’yu dogru olmak zorunda birakacagi gosterilmelidir. Bunun anlama,
tablonun ikinci satirindaki senaryo ortaya ¢ikamaz.

Bu gozlem, P = @ onermesinin ispatindaki ana hatlar: verir. Ispata, P
dogru kabul edilerek baglanir ve @ nun dogru olmasi gerektigi gosterilir.
(Hatirlanacag lizere P’nin yanlis oldugu durumlar i¢in endise edilmez.)

Ozet: Dogrudan Ispat Yontemi

Onerme Eger P ise Q.

Ispat. Kabul edelim ki P olsun.

Bu nedenle @ dogrudur. [ |
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Dogrudan ispat yontemindeki kurgu oldukca basittir. Ispat “Kabul ede-
lim ki P olsun.” cimlesiyle baslar ve “Bu nedenle @ dogrudur.” cimlesiyle
biter. Ilk ve son ciimle arasinda; mantik, tanimlar ve standart matema-
tiksel gozlemler kullanilarak P 6nermesi @ onermesine donusturilir. Bir
ispatin baslangicin1 “Ispat” kelimesiyle, sonunu ise B semboliiyle belirtmek
oldukc¢a yaygindir.

Ik 6rnek olarak, x tek ise x2 tektir 6nermesini ispatlayalim. (Aslinda bu
cok da etkileyici bir sonug degildir ancak zamanla daha belirgin sonuclar
ele alinacaktir.) Ispatin ilk adimi, dogrudan ispat yonteminin 6zetinde
verilen sablonu doldurmaktir. Bu ig, ana hatlar: ¢izilmis olan bir resimi
boyamaya benzer. Ispatin ilk ve son satirlar1 arasinda biraz bosluk birakilir.
Kutulardan olusan asagidaki zincir, bu bogslugun mantiksal muhakeme
cercevesinde nasil doldurulacagini1 adim adim gosterir.

Onerme Eger x tek ise x2 tektir.

Ispat. Kabul edelim ki x tek olsun.

Bu nedenle x? tektir. ]

Ispatin ilk ve son satirlarin1 yazmis olduk. Aradaki bosluga, x tek oldugunda
x? say1sinin da tek olmasinmi gerektiren mantiksal sebepler yazilmalidir.

Bu isi yaparken, konuyla ilgili tanimlar1 kullanmak daima tavsiye edilir.
Ik satir, x tamsayisinin tek oldugunu soyler. Tanim 4.2 geregince x = 2a + 1
olacak sekilde bir a € Z vardir. Bu bilgi ikinci satira yazilabilir.

Onerme Eger x tek ise x2 tektir.

Ispat. Kabul edelim ki x tek olsun.
Tek tamsayt tanimina gore x = 2a + 1 olacak sekilde bir a € Z vardar.

Bu nedenle x? tektir. ]

Simdi, x? tektir diyen son satira gidelim. Bu sonuca varmak icin hemen
ustteki satirin ne olmasi gerektigini diistinelim. Tek say1 tanimi geregince,
bir a € Z kullanilarak x? = 2a + 1 formunda yazilmig olmalidir. Ancak a harfi
daha once farkli bir amag i¢in kullanilmistir. Bu nedenle farkli bir harf,
ornegin b kullanilabilir.
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Onerme Eger x tek ise x2 tektir.

Ispat. Kabul edelim ki x tek olsun.
Tek tamsayt tanimina gore x = 2a + 1 olacak sekilde bir a € Z vardar.

O halde x? =2b +1 olacak sekilde bir b € Z vardir.
Bu nedenle, yine tek tamsay: tanimindan, x? tektir. [ |

Neredeyse tamamladik. Aradaki boslugu, asagidaki gibi doldurabiliriz.

Onerme Eger x tek ise x2 tektir.

Ispat. Kabul edelim ki x tek olsun.

Tek tamsayt tanimina gore x = 2a + 1 olacak sekilde bir a € Z vardir.
Buradan x? = (2a +1)? =4a? + 4a + 1 = 2(2a2 + 2a) + 1 bulunur.

Boylece b = 2a? + 2a secilerek x? = 2b + 1 yazilabilir.

O halde x? =2b +1 olacak sekilde bir b € Z vardir.

Bu nedenle, yine tek tamsay: tanimindan, x> tektir. [ ]

Son olarak, yaptigimiz isi bir paragraf seklinde yazabiliriz. Buna gore
ispatin son hali su sekildedir.

Onerme Eger x tek ise x2 tektir.

Ispat. Kabul edelim ki x tek olsun. Tek tamsay1 tanimina gore x = 2a+1
olacak sekilde bir a € Z vardir. Buradan x? = (2a +1)? =4a® +4a +1 =
2(2a2+2a)+1 bulunur. Boylece b = 2a?+2a secilerek x? = 2b+1 yazilabilir.
O halde x? = 2b + 1 olacak sekilde bir b € Z vardir. Bu nedenle, yine tek
tamsay1 tanimindan, x? tektir. [ |

Bir ispata baslarken, yukarida yaptigimiz gibi ilk ve son satirlari yaz-

mak ve sonra yukari ile agag1 arasinda gidip gelerek ortada bulusuncaya

dek aradaki boslugu doldurmak genellikle iyi bir fikirdir. Bu iglem, ulagsmak

istediginiz en alttaki 6nermeyi akilda tutmanizi saglar. Bazen gereginden

fazla, bazen yetersiz miktarda bogluk birakabilirsiniz. Bazen de ne yapa-
caginizi bulmadan 6nce tikanip kalabilirsiniz. Bunlarin hepsi normaldir.

Ressamlarin resimleri i¢in baslangicta kabataslak cizim yaptiklar: gibi
matematikgiler de ispatlari icin baglangicta karalama yapar.

Simdi baska bir 6rnek olarak agagidaki énermeyi ispatlayalim.

Onerme Kabul edelim ki a,b,c € Z olsun. Eger a|b ve b|c ise a|c olur.
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Dogrudan ispat yontemini ana hatlariyla kullanalim. Bu prosediri
aciklamak icin ispat agsamalarini yine adim adim yazalim.

Onerme Kabul edelim ki a,b,c € Z olsun. Eger a|b ve b|c ise a|c olur.

Ispat. Kabul edelim ki a|b ve b|c olsun.

Bu nedenle a|c olur. [ ]

Baslangi¢ adimi olarak ilk satirda Tanim 4.4 kullanilabilir. Buna gore a|b
ifadesi, b = ac olacak sekilde bir ¢ tamsayisinin var olmasi anlamina gelir.
Ancak c harfi ilk satirda farkli bir anlamda kullanilmigtir. Bu nedenle baska
bir harf, 6rnegin d kullanilabilir. Benzer sekilde & |c i¢in e kullanilabilir.

Onerme Kabul edelim ki a,b,c € Z olsun. Eger a|b ve b|c ise a|c olur.

Ispat. Kabul edelim ki a|b ve b|c olsun.
Tanim 4.4 geregince, a|b ise b = ad olacak gekilde bir d tamsayist vardur.
Benzer gekilde b|c ise ¢ = be olacak sekilde bir e tamsayist vardrr.

Bu nedenle a|c olur. [ ]

Aradaki bogluk neredeyse doldu. Sondan bir énceki satir a|c olacagini
gostermelidir. Tanim 4.4 uyarinca, bu satir ¢ = ax olacak sekilde bir x
tamsayisinin var oldugunu soylemelidir. Bu esitlik, tist taraftaki satirlardan
su sekilde elde edilir.

Onerme Kabul edelim ki a,b,c € Z olsun. Eger a|b ve b|c ise a|c olur.

Ispat. Kabul edelim ki a|b ve b|c olsun.

Tanim 4.4 geregince, a|b ise b = ad olacak sekilde bir d tamsayist vardur.
Benzer gekilde b|c ise ¢ = be olacak sekilde bir e tamsayist vardrr.

Buna goére ¢ = be =(ad)e = a(de) olur ve x = de secilerek ¢ = ax yazilabilir.
Bu nedenle a|c olur. [ ]

Sirada, ispatin tiim agamalarini tek seferde gosteren bir 6rnek verelim.

Onerme Eger «x cift ise x% — 6x + 5 tektir.

Ispat. Kabul edelim ki x cift olsun.
Cift say1 tanimina gore x = 2a olacak sekilde bir a € Z vardir.
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Buradan x?—6x+5 = (2a)>-6(2a)+5 = 4a®-12a+4+1 = 2(2a®~6a+2)+1 bulunur.
Buna gore b = 2a® - 6a +2 € Z secilerek x? — 6x +5 = 2b + 1 yazilabilir.
Sonuc olarak, tek say1 tanimi geregince x2 — 6x + 5 tektir. [ |

Normalde bir ispatin her climlesi i¢in ayr1 bir satir kullanilmaz fakat
anlasilabilirlik acisindan bunu ilk birkac iinitede siklikla yapacagiz.

Simdi, iki niceligin esit oldugunu gostermek i¢in kullanilan standart
yonteme dair bir 6rnek verelim. Eger m < n ve n < m oldugu gosterilebi-
lirse m = n olmak zorundadir. Genel olarak m < n ifadesini gostermek icin
kullanilan sebep, n <m icin kullanilan sebepten oldukca farkli olabilir.

Tanim 4.6’da verilen en kii¢iik ortak kat kavramini hatirlayimiz (s. 116).

Onerme Eger a,b,ccN ise ekok(ca,cb) = ¢ -ekok(a, b) olur.

Ispat. Kabul edelim ki a,b,c € N; m = ekok(ca, cb) ve n = ¢ - ekok(a, b) olsun.
Buna gire m = n oldugunu goésterelim. Tanimi geregi ekok(a,bd) degeri, a
ve b sayilarinin pozitif katlaridir. Buna gore ekok(a,b) = ax = by olacak
sekilde x,y € N vardir. O halde n = ¢ - ekok(a,b) = cax = cby tamsayisi hem ca
hem de cb sayisinin pozitif bir katidir. Ama m = ekok(ca, cb) sayisi ca ile cb
sayilarinin ortak katlarinin en kiiciigiidiir. Boylece m <n olmalidir.

Ote yandan m = ekok(ca,cb) sayis1 ca ve c¢b sayilarinin bir katidir. O
halde m = cax = cby olacak sekilde x,y € Z vardir. Buna gore %m =ax=by
sayis1 a ve b sayilarinin bir katidir. Bundan dolay:1 ekok(a,b) < %m yani
¢ -ekok(a,b) < m bulunur. Buradan n <m elde edilir.

Sonug olarak m < n ve n <m oldugunu gosterdik. Buna gore m = n olur
ve ispat tamamlanir. [ |

Su ana kadar sadece tamsayilar hakkindaki 6nermelerin ispatlariyla
ilgilendik. Bir sonraki 6rnekte, x ve y pozitif reel sayilar olmak tizere x < y
ise v/x < ,/y oldugunu gosterelim. Bunun i¢in yapacagimiz ispatin éncekiler
kadar “otomatik” olmadigin1 hissedebilirsiniz. Ispatta atilmasi gereken
dogru adimlari bulmak zor olabilir ancak igin eglenceli tarafi tam da budur.

Onerme Eger x ile y pozitif reel sayilar ve x <y ise \/x < vy olur.

Ispat. Kabul edelim ki x < y olsun.

Esitsizligin her iki tarafindan y ¢ikarilarak x — y <0 bulunur.

Buradan (v/x)” - (v/3)® < 0 yazlabilir.

Bu ifade ¢arpanlarina ayrilarak (vx—,/y)(vx+ /) <0 elde edilir.

Bu esitsizligin her iki tarafi v/x +,/y ile béliinerek /x —/y <0 bulunur.
Son esitsizligin her iki tarafina ,/y eklenerek /x < /y elde edilir. [ |
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Bu 6nerme x < y oldugunda, her iki tarafin karekokiini alarak /x < /y
yazabilecegimizi garanti eder. Bir sonraki 6nermede gorecegimiz iizere bu
bilgi yararli olabilir.

Simdi, 2,/xy < x + y ifadesini goz 6niine alalim. Dikkat edilirse x ve y
yerine yazilan rastgele pozitif sayilar icin bu esitsizlik dogrudur. Ornegin
x =6 ve y =4 ise esitsizligin sol tarafi 2v6-4 = 4v/6 = 9,79 olur. Bu say,
esitsizligin sag tarafinda elde edilen 6 + 4 = 10 sayisindan kiiciiktiir. Buna
gore pozitif olan her x ve y degeri i¢in 2,/xy < x + y ifadesi dogru mudur?
Eger dogru ise bu nasil ispatlanabilir?

Bunu goérmek icin verilen ifadeyi kogullu bir 6nerme formunda yazalim:
Eger x ve y pozitif reel sayilar ise 2,/xy < x + y olur. Ispat, x ile y sayilarim
pozitif kabul ederek baglamali ve 2,/xy < x+y ifadesi ile bitmelidir. Ispaticin
bir plan tasarlarken, 2,/xy < x + y ile baslayip sondan basa dogru hareket
etmek faydali olabilir. Daha sonra adimlar tersine cevrilebilir. Bu amag
dogrultusunda 2,/xy < x + y esitsizliginde her iki tarafin karesini alalim:

4xy < x2+ 2xy + y2.
Simdi, bu esitsizligin her iki tarafindan 4xy ¢ikarip ¢arpanlarina ayiralim:

Osac2—23cy+y2
0=(x—y)>

Dikkat edilirse x — y sayisinin karesi negatif olamaz. Buna gore son satirin
dogru oldugu aciktir! Bu bilgi, ispat1 agagidaki gibi yapmamizi saglar.

Onerme Eger x ve y herhangi iki pozitif reel say1 ise 2,/xy < x + y olur.

Ispat. Kabul edelim ki x ve y pozitif reel sayilar olsun.

Buna gore 0 < (x— y)? yani 0 < x? — 2xy + y? yazilabilir.

Bu esitsizligin her iki tarafina 4xy eklenerek 4xy < x? + 2xy + y? elde edilir.
Buradan 4xy < (x + y)? bulunur.

Bir esitsizlikte her iki tarafin karekokiinii almak o esitsizligi bozmaz.
Buna gore 2,/xy < x +y elde edilir. |

Ispatin son satirinda, 4xy < (x + y)? esisizliginin her iki tarafinin kare-
kokii alinarak \/4xy < \/(x + y)? elde edilmistir. Buradaki < sembolii, 6nceki
onermenin bir sonucu olarak yon degistirmemistir. Bu 6nemli bir noktadar.
Genellikle bir 6nermenin veya teoreminin ispatinda (daha énce ispatlanmaisg)
bagka bir 6nerme veya teorem kullanilir.
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4.4 Durum Incelemeli Ispat

Bir ispat1 yaparken, 6nermenin olmasi ihtimal dahilinde olan her senaryoda
dogru oldugunu gostermek i¢in birden ¢ok durumun incelenmesi gerekebilir.
Simdi bu tiirdeki birkag problemi inceleyelim.

Ornek olarak 1+(-1)*(2n — 1) ifadesini ele alalim. Asagidaki tablo, n
tamsayisinin cesitli degerlerine karsilik bu ifadenin aldig1 degerleri listeler.
Dikkat edilecegi tizere 1+ (—1)"(2n — 1) ifadesi her satirda 4’iin bir katidir.

nl|l+(-1)"2n-1)

S U W N
o]

Burada akla su soru gelir: 1+(-1)"(2n—1) ifadesi her zaman 4’tin bir kat1
midir? Bir sonraki 6rnek, cevabin “evet” oldugunu gosterir. Dikkat edilirse
n tamsayisinin tek veya cift olmasina gore 1+ (-1)"(2n — 1) ifadesi farkl
davranir. Bu durum, n tekse (-1)" = -1 ve n ¢iftse (-1)" = 1 olmasindan
kaynaklanir. Bu nedenle ispatta bu iki durum ayr1 ayr1 incelenmelidir.

Onerme Eger neNise 1+(-1)"(2n —1) ifadesi 4’iin bir katidar.

Ispat. Kabul edelim ki n € N olsun.
Buna gore n ya tektir ya da cifttir. Bu iki durumu ayr1 ayr1 inceleyelim.

1. Durum Kabul edelim ki n ¢ift olsun.
Bu durumda n = 2% olacak sekilde bir & € Z vardir ve (-1)" =1 olur.
Buna gore 1+ (-1)*(2rn—1) =1+ (1)(2-2k — 1) = 4k sayis1 4’iin bir katidir.

2. Durum Kabul edelim ki n tek olsun.
Bu durumda n = 2% + 1 olacak sekilde bir & € Z vardir ve (-1)" = -1 olur.
Buna gore 1+(-1)"(2n—-1) = 1—-(2-(2k + 1) — 1) = —4k sayis1 4’iin bir katadur.

Her iki durum da 1+ (-1)*(2n —1) ifadesi daima 4’tin bir katidir. [ ]

Simdi soruyu tersten soralim: 1+ (-1)"(2n —1) ifadesi daima 4’tin bir
katidir ancak 4’tin her kat1 bu sekilde yazilabilir mi? Asagidaki 6nerme ve
ispati, bu soruya olumlu cevap verir.
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Onerme 4 tamsayisinin herhangi katini 1+ (-1)*(2n — 1) ifadesine esit
yapacak sekilde bir n € N vardir.

Ispat. Bu onermeyi kosullu formda yazalim:

Eger k tamsayis1 4’tin kati ise 1+(—1)"(2n—1) = k olacak sekilde n € N vardir.
Simdi bu kogullu 6nermeyi ispatlayalim.

Kabul edelim ki 2 tamsayis1 4’iin bir kat1 olsun.

Bu durumda % = 4a olacak gekilde bir a tamsayis1 vardir.

O halde 1+(-1)"(2rn —1) = k olacak sekilde bir n € N tiretilmelidir.

Bu isi a tamsayisinin sifir, pozitif veya negatif olmasina bagh olarak yapalim:

1. Durum Kabul edelim ki ¢ =0 olsun.
Eger n =1 secilirse 1+(-1)"(2n-1)=1+(-1DY2-1)=0=4-0=4a =% olur.

2. Durum Kabul edelim ki a > 0 olsun.
Eger n = 2a secilirse n ¢ift bir dogal say1 olacagi i¢in (-1)" =1 olur.
Buna goére 1+(-1)"(2n-1)=1+(2n—-1) = 2n = 2(2a) = 4a = k bulunur.
3. Durum Kabul edelim ki a <0 olsun.
Eger n =1-2a secilirse a negatif oldugu i¢in n pozitif bir dogal sayidir.
Ayrica n tek oldugu i¢in (-1)" = -1 olur.
Buna gore 1+(-1)"(2n-1)=1-(2r—-1)=1-(2(1-2a)—1) = 4a = & bulunur.

Boylelikle & = 40 tamsayisi; 4’in sifir, pozitif veya negatif hangi kat1
olursa olsun £ =1+ (-1)"(2n —1) olacak sekilde bir n e N daima vardir. ®
4.5 Benzer Durumlar

Baz ispatlarda, iki veya daha fazla durum birbirine ¢cok benzer olabilir.
Bunlar i¢in ayr1 ayr1 ispat yazmak hem sikicidir hem de gereksizdir. Simdi
buna bir 6rnek verelim.

Onerme Eger iki tane tamsay: kargit pariteli ise bunlarin toplamu tektir.

Ispat. Kabul edelim ki m ve n karsit pariteye sahip iki tamsay1 olsun.
Bu durumda m +n tamsayisinin tek oldugu gosterilmelidir.
Bu is, asagidaki gibi iki farkli durum incelenerek yapilabilir.

1. Durum Kabul edelim ki m ¢ift ve n tek olsun.
Bu durumda m =2a ve n =2b + 1 olacak sekilde a ve b tamsayilar vardir.
Buna gore m +n =2a +2b+1=2(a+b)+1 sayisi tektir (Tanim 4.2).

2. Durum Kabul edelim ki m tek ve n ¢ift olsun.
Bu durumda m =2a + 1 ve n = 2b olacak sekilde a ve b tamsayilar vardir.
Buna gore m +n =2a +1+2b =2(a + b) + 1 sayis1 tektir (Tanim 4.2).

Her iki durumda da m + n tektir. [ ]
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Yukaridaki iki durum, ¢ift ve tek sayilarin siralamasi disinda tamamen
aynmidir. Bu nedenle sadece bir durumun ispatin1 vermek ve digerinin de
neredeyse ayni oldugunu belirtmek, yerinde bir yaklagsimdir. Bunun i¢in
“Genelligi bozmadan ...” veya “Genellik kaybt olmaksizin ...” ifadelerinden
biri kullanilabilir. Yukaridaki ispatin ikinci bir versiyonu su sekildedir.

Onerme Eger iki tane tamsay: kargit pariteli ise bunlarin toplamu tektir.

Ispat. Kabul edelim ki m ve n karsit pariteye sahip iki tamsay1 olsun.

Bu durumda m + n tamsayisinin tek oldugu gosterilmelidir.

Genelligi bozmadan, m ¢ift ve n tek olsun.

Bu durumda m =2a ve n =2b + 1 olacak sekilde a ve b tamsayilar1 vardir.
Buna gore m+n =2a+2b+1=2(a+b)+1 sayis1 tektir (Tanim 4.2). [ |

Diger ders kitaplarindaki ispatlar1 okurken, baz ifadelerin kisaltilarak
kullanildiginmi gorebilirsiniz. Seffaflik agisindan biz bu tiir kisaltmalardan
kacinacagiz. Bu anlayis dogrultusunda, en azindan ispatlar1 yazma konu-
sunda daha tecriibeli hale gelene kadar, baz1 durumlar ¢ok kadar benzer
olsa da onlarin ispatlarini ayri1 ayr1 yazmaniz tavsiye edilebilir.

Asagidaki alistirmalar ¢ézerek konuyu ne kadar kavradiginizi kontrol
edebilirsiniz. Tek numarali problemlerin ispatlarini, kitabin sonundaki
Cozumler tinitesinde bulabilirsiniz.

Unite 4 Alistirmalar:

Dogrudan ispat yontemini kullanarak agagidaki 6nermeleri ispatlayiniz.

Eger x cift ise 2 ¢ifttir.

Eger x tek ise x3 tektir.

Eger a tek ise a? + 3a + 5 tektir.

Kabul edelim ki x,y € Z olsun. Eger x ve y tek ise xy tektir.
Kabul edelim ki x,y € Z olsun. Eger «x cift ise xy ¢ifttir.

Kabul edelim ki a,b,c € Z olsun. Eger a|b ve a|c ise a|(b + ¢) olur.
. Kabul edelim ki a,b € Z olsun. Eger a|b ise a?|b? olur.

Kabul edelim ki a bir tamsay1 olsun. Eger 5|2a ise 5|a olur.

© 0 NS PR ® N s

. Kabul edelim ki a bir tamsay1 olsun. Eger 7|4a ise 7|a olur.
. Kabul edelim ki a,b € Z olsun. Eger a|b ise a|(3b% — b2 +5b) olur.
. Kabul edelim ki a,b,c,d € Z olsun. Eger a|b ve c|d ise ac|bd olur.

ke
N = O

. EgerxeleeO<x<4iseﬁzlolun

. Kabul edelim ki x, y € R olsun. Eger x2+5y = y?+5x ise x = y veya x+y = 5 olmalidir.

e
- oW

. Eger ne Z ise 5n2 + 3n + 7 tek sayidir. (Durum incelemesi yapiniz.)

Richard Hammack Ispat Yontemleri



Benzer Durumlar 127

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24.

25.
26.
217.
28.

Eger n € Z ise n? + 3n +4 ¢ift sayidir. (Durum incelemesi yapiniz.)

Eger iki tamsay:1 ayn1 pariteli ise toplamlar: ¢ifttir. (Durum incelemesi yapiniz.)
Eger iki tamsay1 karsit pariteli ise bunlarin ¢carpimlar cifttir.

Kabul edelim ki x ve y pozitif tamsayilar olsun. Eger x < y ise x2 < y2 olur.
Kabul edelim ki a, b ve ¢ tamsayilar olsun. Eger a?|b ve b3|c ise a®|c¢ olur.
Eger a bir tamsay1 ve a?|a ise a € {-1,0,1} olur.

Kabul edelim ki p asal olsun. Eger k€ Z ve 0 <k < p ise p asal [‘Z) sayisin boler.

n
2

Eger neN ise (*) cifttir.

Eger neNise n? =2(3) + (}) olur. (Burada, n = 1 durumu ayr1 incelenmelidir.)

EgerneNven=2isen!+2,n!+3, n!+4, n!+5,...,n!+n sayilarinin hepsi bilesiktir.
(Bunedenle her n = 2 i¢in n—1 tane ardisik bilegik say1 bulunabilir. Bunun anlam1
sudur: Asal sayilar arasinda keyfi biiytikliikkte “bogluklar” olabilir.)

Eger a,b,ceNvecsb=aise (§)(5) =(,°)(“"2") olur.

Her tek tamsayn, iki kare fark: olarak yazilabilir. (Ornegin 7 =42 - 32 vb.)
Kabul edelim ki a,b € N olsun. Eger ebob(a,b) > 1 ise b asal degildir veya b |a olur.

Kabul edelim ki a,b,c € Z olsun. Ayrica a ve b tamsayilarinin ikisi birden sifir
olmasin ve ¢ # 0 olsun. Buna gore c-ebob(a, b) < ebob(ca, cb) oldugunu ispatlayiniz.
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UNITE 5

Dolayh Ispat

Bu iinitede, dogrudan ispat yontemine bir alternatif olan dolayl ispat
yontemini inceleyecegiz. Dogrudan ispatta oldugu gibi dolaylh ispat
yontemi de “Eger P ise @.” formundaki kosullu 6nermeleri ispatlamak i¢in
kullanilir. Bu 6nermeler i¢in dogrudan ispat yontemi kullanilabilir olsa da
dolayh ispat yontemini kullanmak bazen ¢ok daha kolaydir.

5.1 Dolayh ispat Yontemi

Dolayli ispat yonteminin ¢alisma prensibini anlamak i¢in asagidaki formda
verilen bir 6nermeyi ispatlamak istedigimizi diisiinelim.

Onerme Eger P ise Q.

Bu 6nerme, P = @ formundaki kosullu bir 6nermedir. Amacimiz bu
onermenin dogru oldugunu goéstermektir. Boliim 2.6’dan hatirlanacag tizere
P = @ ve ~ @ =~ P 6nermeleri mantiksal olarak denktir. Bunu gérmek icin
dogruluk tablosunu tekrardan yazalim:

P|Q|~Q|~P|P=Q|~Q>~P
D |D Y Y D D
D|Y D Y Y Y
Y | D Y D D D
Y|Y D D D D

Bu tabloya gore P = @ ve ~@ =~ P onermeleri ayn1 seyi farkli sekilde
ifade etme yollaridir. Buradaki ~ @ =~ P 6nermesine P = @ énermesinin
karsit tersi denir. (Karsit ile karsit ters kavramlar: karigtirnlmamalidir.
Bolim 2.4’ten hatirlanacag lizere P = @ 6nermesinin karsitt @ = P oner-
mesidir. Ancak P = @ ile @ = P mantiksal olarak denk degildir.)
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Sonug olarak P = @ ve ~ @ =~ P onermeleri mantiksal olarak denktir.
Bu nedenle P = @ 6nermesini dogrulamak i¢in bunun yerine ~ @ >~ P
onermesini ispatlamak yeterlidir. Eger ~ @ =~ P 6nermesini dogrudan
ispat yontemiyle gostermek istersek ~ @ onermesini dogru kabul eder ve
~ P Oonermesinin dogru oldugu sonucuna ulasiriz. Aslinda dolayh ispat
yonteminindeki temel yaklagim budur. Simdi bunu 6zetleyelim.

Ozet: Dolayh Ispat Yontemi

Onerme Eger P ise Q.

Ispat. Kabul edelim ki ~ @ olsun.

Bu nedenle ~ P olur. [ ]

Dolayl ispat yontemindeki kurgu oldukca basittir. Ispat “Kabul edelim ki
Q dogru olmasin.” ya da buna denk olan bir ciimle ile baslar ve “Bu nedenle
P yanhigtir.” cimlesi ile biter. Bu iki ciimle arasinda, mantik cercevesinde
tanimlar kullanilarak ~ @ 6nermesi ~ P 6nermesine doniistiiriliir.

Dolayli ispat yontemini gostermek ve onu dogrudan ispat yontemi ile
karsilastirmak icin asagidaki onermeyi iki farkli sekilde ispatlayalim. 11k
once dogrudan ispat, sonra da dolayl ispat yontemini kullanalim.

Onerme Bir x € Z verilsin. Eger 7x +9 cift ise x tektir.

Ispat. (Dogrudan ispat) Kabul edelim ki 7x +9 ¢ift olsun.

Bu durumda 7x + 9 = 2a olacak sekilde bir a € Z vardir.

Estiligin her iki tarafindan 6x + 9 ¢ikarilarak x = 2a — 6x —9 bulunur.
Buradan x =2a —6x-9=2a-6x—-10+1=2(a — 3x—5)+ 1 yazilabilir.

Buna gore b =a — 3x -5 secilerek a =2b + 1 elde edilir.

Sonug olarak x tektir. [ ]

Simdi ayn1 6nermeyi dolayl1 ispat yontemiyle ispatlayalim.

Onerme Bir x € 7 verilsin. Eger 7x +9 cift ise x tektir.

Ispat. (Dolayl ispat) Kabul edelim ki x tek olmasin.

Bu durumda x cifttir ve x = 2a olacak sekilde bir a € Z vardir.

Buradan 7x+9=72a)+9=14a +8+1=2(7a +4) + 1 yazilabilir.

Buna gore b = 7a +4 secilerek 7x+9 =2b +1 elde edilir.

O halde 7x +9 tektir.

Sonug olarak 7x + 9 ¢ift degildir. [ |
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Her iki ispat yontemi de ayn1 uzunluktadir. Ancak dolayl: ispat yontemi-
nin daha akic1 oldugunu hissetmis olabilirsiniz. Bunun sebebi, x hakkinda
verilen bilgiden 7x +9 hakkinda bilgi elde etmek, bunun tersini yapmaktan
daha kolaydir. Simdi yine bir x tamsayisi ile ilgili baska bir 6rnek verelim.

Onerme Bir x € Z verilsin. Eger x2 — 6x + 5 ¢ift ise x tektir.

Bunu dogrudan ispatlamak biraz sikintihidir. Ciinkii x% — 6x + 5 sayisin1
cift kabul edip baslarsak x2 — 6x +5 = 2a yazabiliriz. Bu ifadeyi, bir b € Z
araciligiile x = 2b+1 formuna dontistiirmek gerekir. Kudaratik denklemdeki
x bilinmeyenini yalniz birakmay1 gerektiren bu igsin nasil yapilacag: cok da
acik degildir. Ancak ispat1 dolayli yoldan yapmak oldukca kolaydir.

Onerme Bir x € Z verilsin. Eger x2 — 6x +5 cift ise x tektir.

Ispat. (Dolayh ispat) Kabul edelim ki x tek olmasin.

Bu durumda x cifttir yani x = 2a olacak sekilde bir a € Z vardar.

Buna gére x2-6x+5 = (22)2—6(2a)+5 = 4a2-12a+4+1 = 2(2a®~6a+2)+1 olur.
Eger b =2a? - 6a + 2 secilirse x? — 6x + 5 = 2b + 1 yazilabilir.

O halde x? - 6x +5 tektir.

Sonuc olarak x? — 6x + 5 cift degildir. [

Ozetlersek; x tamsayisinin tek olmamasi (~ @), x% — 6x +5 tamsayisi-
nin cift olmamasin (~ P) gerektirir. O halde x? — 6x +5 tamsayisinin cift
olmasi (P), x tamsayisinin tek olmasi (@) anlamina gelir. Boylece ~Q =~ P
ispatlanarak P = @ kanitlanmig olur. Simdi baska bir 6rnek daha verelim.

3

Onerme Herhangi iki x, y € R verilsin. Eger y? + yx? < 23 + xy? ise y < x olur.

Ispat. (Dolayh ispat) Kabul edelim ki y < x ifadesi yanlis olsun.
Bu durumda y > x yani y — x > 0 olmalidir.
Bu esitsizligin her iki tarafim pozitif x2 + y? sayisi ile carpalim:

(y—x)(x2+y2) > O(x2+y2)
yxz+y3—x3—9cy2 > 0

ya2+y3 > % +xy?
Boylelikle yx2 + y3 > x3 + xy? olur.
Sonuc olarak yx? + y2 < x3 + xy? ifadesi dogru olamaz. [}

“Eger P ise @.” onermesinin dolayl yoldan ispati, ~ P ve ~ @ olumsuz
onermelerini icerir. Onermeleri olumsuzlastirmak icin Boliim 2.10’da veri-
len yontemler (6rnegin DeMorgan kurallari vb.) kullanilabilir. Simdi bunu
bir 6rnek ile inceleyelim.
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Onerme 5.1 Herhangi iki x,y € Z verilsin. Eger 5t xy ise 5{x ve 51y olur.

Ispat. (Dolayh ispat) Kabul edelim ki “5{x ve 51y” ifadesi dogru olmasin.
DeMorgan kurallarindan, 5{x dogru degildir veya 51y dogru degildir.
Buna gore 5|x veya 5|y olmalidir. Simdi bu iki durumu ayr1 ayri inceleyelim:
1. Durum Kabul edelim ki 5|x olsun. Buna gore x = 5a olacak sekilde bir
a € Z vardir. Buradan xy = 5(ay) bulunur. Bu esitlik 5|xy anlamina gelir.

2. Durum Kabul edelim ki 5|y olsun. Buna gore y = 5a olacak sekilde bir
a € Z vardir. Buradan xy = 5(ax) bulunur. Bu esitlik 5|xy anlamina gelir.

Her iki durum da 5|xy oldugu icin 5{xy ifadesi dogru degildir. [ |

5.2 Tamsayilarda Denklik

Simdi, matematigin bircok alaninda kargimiza ¢ikan bir tanim verme vakti
geldi. Ileride alacaginiz derslerde de 6nemli bir rol oynayacak olan bu tanimi
burada vermemizin asil sebebi, dogrudan ve dolayh ispatlarin yaziminda
bize daha ¢ok pratik kazandiracak olmasidir.

Tanim 5.1 Kabul edelim ki a,b € Z ve n e N olsun. Eger n|(a—b) ise a ile
b tamsayilar1 n modiiline gore denktir denir ve a = b(mod ) yazilir.
Eger a ve b tamsayilar: n modiiliine gore denk degilse a # b (modn) yazilir.

Ornek 5.1 Asagida bazi 6rnekler verilmistir:
1. 9=1(mod4) ¢iinkii 4](9-1).

6 = 10(mod 4) ciinkii 4/(6 — 10).

14 # 8(mod4) ¢iinkii 41(14 - 8).

20 = 4(mod 8) ciinkii 8((20 —4).

17 = —4(mod 3) ¢iinkii 3[(17 — (—4)).

AN

Pratik olarak a = b(modn) ifadesi, a ve b tamsayilarimin n ile boli-
miinden kalan sayilarin esit olmas1 anlamina gelir. Ornegin, yukarida
6 = 10(mod 4) yazilmigtir. Gercekten de 6 ve 10 tamsayilarinin 4 ile bélimle-
rinden 2 kalir. Ayrica 14 ve 8 tamsayilarinin 4 ile bélimlerinden sirasi ile 2
ve 0 kaldig1 icin 14 # 8(mod 4) yazilmigtir.

Simdi bunun daima oldugunu gosterelim. Eger a ve b tamsayilarinin
n ile bolumlerinden kalan r ise a = kn+r ve b =In +r olacak sekilde £,/ € Z
vardir. Buna gore a—b =(kn+r)—(In+r)=n(k-1) yazilabilir. Dikkat edilirse
(a—b)=n(k-1) olmasi n|(a—b) anlamina gelir. Buradan a = b (mod »n) bulunur.
Aligtirma 32’de bunun tersi yani a = b (mod ) iken a ve b tamsayilarinin n
ile bolimlerinden kalan sayilarin esit olduklarini gostermeniz istenecektir.
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Bu bolimii, tamsayilarin denkligini iceren birkag ispat ile bitirelim.
Aligtirmalar kismindaki ispatlar ile kendi yeteneklerinizi test edebilirsiniz.

Onerme Kabul edelim ki a,b € Z ve n € N olsun. Eger a = b(modn) ise
a? = b2(modn) olur.

Ispat. Dogrudan ispat yapalim. Kabul edelim ki a = b (modr) olsun.
Tamsayilardaki denklik tanimindan rn |(a — b) yazilabilir.

Bo6lme islemini tanimina gore a—b = nc olacak gekilde bir ¢ tamsayis1 vardir.
Simdi bu denklemin her iki tarafini a + b ile carpalim:

a-b = nec
(a=b)a+b) = ncla+b)
a?-b%2 = ncla+d)

Yukaridaki esitlikte c(a + b) € Z oldugu icin n |(a? — b2) yazilabilir.
Tanmim 5.1’e gore a? = b2(mod n) elde edilir. [

Simdi biraz ara verelim ve yukaridaki 6nermenin ne anlama geldigini
diisiinelim. Bu 6nerme, a = b(modn) ise a? = b%(mod ) oldugunu séyler. Bir
baska deyisle, a ve b tamsayilarinin n ile bélumiinden kalan sayilar esit
2 ve b2 tamsayilarinin » ile boliimlerinden kalan sayilar da esittir.
Ornegin, 6 ve 10 tamsayilarinin 4 ile boliimiinden kalan sayilar esittir (2).
Bunlarin kareleri olan 36 ve 100 tamsayilarinin 4 ile boliimlerinden kalan
sayilar da esittir (0). Bu 6nerme; her a, b ve n icin bu gézlemin dogru
olacagini garanti eder. Orneklerimizde, 6nermelerin anlamlarindan ziyade
onlarin nasil ispatlandigina odaklanacagiz. Ana hedefimiz ispatlarin nasil
yapildigini 6grenmek oldugu icin bunu yapmak makul bir davranistir. Ancak
bazen ispatladigimiz seyin ne anlama geldigini diigsiinmekte de yarar vardir.

ise a

Onerme Kabul edelim ki a,b,c € Z ve n e N olsun. Eger a = b(modn) ise
ac = be(modn) olur.

Ispat. Dogrudan ispat yontemini kullanalim. Kabul edelim ki a = b (mod n)
olsun. Tanim 5.1’den n|(a — b) yazilabilir. Béliinebilme tanimi geregince
a—b =nk olacak gekilde bir £ tamsayis1 vardir. Bu esitligin her iki tarafi
c ile carpilarak ac — bc = nkc elde edilir. Burada kc € Z ve ac —bc = n(ke)
oldugu icin n |(ac — bc) yazilabilir. Tanim 5.1’den ac = b¢c(mod n) bulunur. W

Bir sonraki 6rnekte kullanilacak en iyi yontem dolayli ispat yontemi
gibi goriinmektedir ¢linkii bu yontem t ve # sembollerini kullanmaz.

Onerme 5.2 Kabul edelim ki a,b € Z ve n e N olsun. Eger 12a # 125 (mod n)
ise nt12 olur.
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Ispat. (Dolayl1 ispat). Kabul edelim ki 7|12 olsun. Bu durumda 12 = nc
olacak sekilde bir ¢ € Z vardir. Buradan

12(a—b) = nc(a-0)
12¢ —12b = n(ca-cb)

yazilabilir. Dikkat edilirse ca — ¢b € Z oldugu i¢in n|(12a — 12b) bulunur. Bu
da 12a = 125 (mod n) anlamina gelir. [ |

5.3 Matematiksel Yazim

Artik ispatlar1 yazmaya basladigimiza gore yazi yazma sanati tizerine birkac
soz etmek icin iyi bir noktadayiz. Mantikta ve matematikte, dogru ile yanlis
arasinda kesin bir ¢izgi vardir. Bunun aksine iyi ve kétii yaz1 arasindaki fark
bir goriis meselesidir. Ancak yazdiklarinizi daha anlasilabilir hale getirecek
bazi standart kurallar vardir. Simdi bunlardan bazilarini listeleyelim.

1. Ciimlelere matematiksel semboller yerine kelimelerle baslayin.!
Bunun sebebi, ciimleler biiyiik harflerle baglar fakat matematiksel sem-
boller biiyiik ve kiiciik harflere kars: duyarlidir. Ornegin, x ve X sembol-
leri tamamen farkli anlamlar tasiyabilir. Bunlar1 bir ciimlenin basinda
kullanmak karmasaya sebep olabilir. Asagida (x ile isaretlenmis) koti
kullanim ve (v ile isaretlenmis) iyi kullanim 6rnekleri verilmigtir:

x% —x+2 =0 denkleminin iki ¢6ziimii vardr. x

X2 _ x+2=0 denkleminin iki cozumi vardir. x (ayrica anlamsizdir)
Ikinci dereceden x% — x +2 = 0 denkleminin iki ¢6ziimii vardar. v

2. Matematiksel bir sembol veya ifade ile bitse bile her ciimleyi nokta ile
bitirin.

X1 1
Euler su formiilii ispatlamigtir: ) — = - x
=k pep1- >
S, 1 1
Euler su formiilii ispatlamigtir: ) _ == T v
k=1 k peP 1- »°

Matematiksel onermeler (denklemler vs.) 6zel semboller igeren ciimleler-
dir. Bu nedenle dogal noktalama isaretleri kullanilmalidir.

3. Matematiksel sembolleri ve ifadeleri kelimeler ile birbirinden
ayirin. Aksi halde, farkl ifadeler birlesip tek bir ifade gibi goriinebilir.
Asagidaki ornekleri anlagilirlik acisindan karsilagtirin.

1Bu kural, Ingilizce icin gecerlidir. Tiirkcede bunu yapmak her zaman miimkiin olmaya-
bilir. Bu ciimlenin bagina “miimkiin olduk¢a” ifadesinin getirilmesi daha uygun olacaktir.
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x?-1=0, x=1veya x = —1 olur. x
x2—1=0 olur ve buradan x = 1 veya x = —1 bulunur. v
Bos olan A nB, A uB kiimesinden farklidir. x
Bos olan A nB kiimesi, A UB kiimesinden farklidir. v

4. Sembollerin yanlis kullanimindan kacinin. Ornegin =, <, ¢, € ve

benzeri semboller birer kelime degildir. Bunlari matematiksel ifadeler
icin kullanmak uygun olsa da farkl baglamda kullanmak yersizdir.

Bu iki kiime = oldugu icin biri digerinin altkiimesidir. x
Bu iki kiime esit oldugu i¢in biri digerinin altkiimesidir. v
Bos kiime her kiimenin bir <’sidir. x
Bos kiime her kiimenin bir altkiimesidir. v
a tektir ve x tek = x? de tek oldugu icin a? tektir. x
a tektir ve her tek sayinin karesi de tek oldugu icin a? tektir. v

5. Gereksiz sembol kullanmaktan kacinin. Matematik zaten yeterince
karmagiktir. Camurlu suyu daha fazla bulandirmanin bir anlami yoktur.

Kardinalitesi negatif olan bir X kiimesi yoktur. X
Kardinalitesi negatif olan bir kiime yoktur. v

6. Birinci cogul sahis kullanin. Matematiksel metinlerde “ben” ve “sen”
yerine “biz” kelimesini kullanmak daha yaygindir. Bu sanki ayni ortam-
da bulunan yazarin, okuyucuya ispatin detaylarimi anlatmasina benzer.

7. Aktif ciumleler kullanin. Bu sadece bir oneridir ancak aktif cumleler
yaziniz1 daha canli (ve daha kisa) bir hale getirir.

x = 3 degeri, her iki tarafin 5 ile b6liinmesinden elde edilmigtir.  x
Her iki tarafi 5 ile bolerek x = 3 buluruz. v

8. Kullandi1giniz her yeni sembolii aciklayin. Bir ispati yazarken, kul-
landiginiz her yeni semboliin anlamini aciklamalisiniz. Bunun yapil-
mamasi; belirsizlige, yanlis anlamaya ve hatalara yol acabilir. Ornegin,
bir onceki satirda a ve b tanitilmis olsun. Ispatta kullanilabilecek bir
ciimlenin olasi1 iki haline goz atalim.

al|b oldugu i¢in b = ac olur. x
a|b oldugu icin b = ac olacak sekilde bir ¢ tamsayis1 vardir. v
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9. “Bu” kelimesinin kullanimina dikkat edin. Neyi kastettigi belli ol-
mayan “bu” isaret zamiri, bir karigikliga neden olabilir. Béyle durumlarda
“bu” kelimesini kullanmaktan kacinmak gerekir. Iste bir 6rnek:

X cY ve 0<|X]| oldugu i¢in bu kiime bostan farklidir. X

Yukaridaki “bu” kelimesinden kasit X midir yoksa Y midir? Aslinda ikisi
icin de kullanililabilir fakat bizim hangisini kastettigimiz belli degildir.

X cY ve 0<|X| oldugu i¢in Y kiimesi bostan farklidir. v

10. Ciinkii, -den dolay1, oldugu icin. Iki 6nermeyi birlestirmek icin bu
kelimeler birer baglac olarak kullanilir. Bunlar, bir 6nermenin dogru
oldugunu ve bunun sonucu olarak digerinin de dogru oldugunu ifade eder.
Asagidakilerin hepsi, P’nin dogru oldugu (veya dogru kabul edildigini)
ve bunun bir sonucu olarak @ nun da dogru oldugu anlamina gelir.

Q cinki P P’den dolay1 @ P oldugu i¢in @

Bu yapilar anlam bakimindan “Eger P ise .” onermesinden farklidir
clinki bunlar P’nin @’yu gerektirmesine ek olarak P’nin dogru oldugunu
soyler. Bunlar dikkatli bir sekilde kullanilmalidir. Burada P ve @ iki
onermedir ve gercekten de @ 6nermesi P’den dolay1 dogrudur.

x €N oldugu i¢in 7 x
xeN oldugu igin x€ Z v

11. Bu nedenle, buna gore, boylece, bundan dolayi, bunun sonucu
olarak. Bir 6nerme 6ncesinde kullanilan bu zarflar o 6nermenin mantik-
sal olarak onceki ciimle veya hiikiimlerin bir sonucu oldugunu soyler.

Bu nedenle 2% + 1 formundadar. x
Bu nedenle a = 2% + 1 formundadir. v

12. Matematiksel metinlerin altin standard:i anlasilirliktir. Eger bir
kurali ¢ignemenin yazimizi daha anlagilir hale getirecegine inaniyorsaniz,
o kurali ¢cignemekten kacinmayin.

Matematiksel yazim yeteneginiz pratik yaptikca gelisecektir. Iyi bir

yazma sitili edinmenin en iyi yollarindan birisi, bagka insanlarin ispatlarin
okumaktan gecer. Ise yarayalari benimseyip yaramayanlardan kacinin.
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Dolayl: Ispat

Unite 5 Alistirmalar:

A. Asagidaki 6nermeleri dolayli ispat ile kanitlayiniz. (Her durumda, dogrudan is-
patin nasil yapilacagini da diisiiniin. Cogu durumda dolayl ispat daha kolaydir.)

© P ASDOA N

e
N =S

Kabul edelim ki n € Z olsun. Eger n? cift ise n cifttir.

Kabul edelim ki n € Z olsun. Eger n? tek ise n tektir.

Kabul edelim ki a,b € Z olsun. Eger a?(b% —2b) tek ise a ve b tektir.

Kabul edelim ki a,b,c € Z olsun. Eger atbc ise a{bd olur.

Kabul edelim ki x € R olsun. Eger x2 + 5x < 0 ise x < 0 olur.

Kabul edelim ki x € R olsun. Eger x® —x > 0 ise x > —1 olur.

Kabul edelim ki a,b € Z olsun. Eger ab ve a + b ¢ift ise a ve b ¢ifttir.

Kabul edelim ki x € R olsun. Eger x® — 4x* + 3x3 —x%2 + 3x -4 =0 ise x = 0 olur.
Kabul edelim ki n € Z olsun. Eger 3{n2 ise 317 olur.

Kabul edelim ki x,y,z € Z ve x # 0 olsun. Eger x1yz ise x{y ve x{z olur.

. Kabul edelim ki x,y € Z olsun. Eger x%(y + 3) cift ise x cifttir veya y tektir.
. Kabul edelim ki a € Z olsun. Eger 4{a? ise a tektir.
13.

Kabul edelim ki x € R olsun. Eger x5 + 7x3 + 5x > x* + 22 + 8 ise x = 0 olur.

B. Asagidaki onermeleri dogrudan veya dolayli yoldan ispatlayiniz.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

Eger a,b €Z ve a ile b aym pariteli ise 3a + 7 ve 7b — 4 karsit paritelidir.
Kabul edelim ki x € Z olsun. Eger x3 — 1 ¢ift ise x tektir.

Kabul edelim ki x,y € Z olsun. Eger x + y ¢ift ise x ile y aym paritelidir.

Eger n tek ise 8|(n? —1) olur.

Eger a,b € Z ise (a + b)? = a3 + b (mod 3) olur.

Eger a = b(modn) ve a = c(modn) ise ¢ = b(modn) olur.

Eger a € Z ve a = 1(mod5) ise a? = 1(mod 5) olur.

Eger a = b(modn) ise a® = b3 (modn) olur.

Bir a tamsayisinin » ile bolimiinden kalan r ise @ = r(mod n) olur.

Eger a = b(modn) ise a® = ab(modn) olur.

Eger a = b(modn) ve ¢ =d(modn) ise ac = bd (mod n) olur.

Kabul edelim ki n € N olsun. Eger 2" — 1 asal ise n asaldir.

Eger k € N ve n = 2% —1 ise Pascal iicgeninin n—yinci satirindaki her say1 tektir.
Eger a =0(mod4) veya a = 1(mod4) ise (5) cifttir.

Eger ne Z ise 4{(n? - 3) olur.

Eger a ve b tamsayilar1 ayn1 anda sifir degil ise ebob(a,b) = ebob(a — b, ) olur.
Eger a = b(modn) ise ebob(a,n) = ebob(d,n) olur.

Kabul edelim ki a ve b tamsayilarina bélme algoritmasi uygulanarak a = gb +r
elde edilsin. Bu durumda ebob(a, ) = ebob(r, b) olmasi gerektigini ispatlayiniz.

Eger a = b(modn) ise a ve b tamsayilarinin »n ile boliimlerinden kalan aymdar.
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UNITE 6

Olmayana Ergi

imdi, olmayana ergi ya da celiski ile ispat ad1 verilen tcilinci bir
ispat yontemini inceleyelim. Bu yontem sadece kogullu 6nerme is-
patlariyla sinirli degildir. Herhangi tiirdeki bir 6nermeyi ispatlamak i¢in
kullanilabilir. Buradaki ana fikir, kanitlanmak istenilen 6nermenin yanlis
oldugunu kabul edip bunun bir ¢eligkiye yol actigin1 gostermektir. Buna
gore onermenin yanlis oldugu varsayimi yanlhistir. O halde énerme dogru
olmak zorundadir. Ornek olarak asagidaki 6nermeye ve ispatina bakalim.

Onerme Eger a,bcZ ise a?—4b #2 olur.

Ispat. Kabul edelim ki bu énerme yanlis olsun.
Bu kosullu 6nermenin yanlis olmasi, a? — 4b # 2 ifadesini yanlis yapacak a
ve b tamsayilarinin var olmasi1 anlamina gelir.

Bir bagka deyisle olacak sekilde a,b € Z vardir.

Bu denklemden a2 = 4b + 2 = 2(2b + 1) yazilabilecegi icin a? cifttir.

Eger a? cift ise a cifttir. O halde a = 2¢ olacak sekilde bir ¢ € Z vardur.

Kutu icindeki ifadede a = 2¢ yazilarak (2¢)? —4b = 2 yani 4¢? —4b = 2 bulunur.
Bu denklemin her iki tarafi 2 ile boliinerek 2¢2 —2b =1 elde edilir.

Bu ifadeye gore 1=2(c2-b) ve ¢2—b € Z olacag icin 1 cifttir.

Bildigimiz tizere 1 ¢ift degildir. O halde ispatta bir seyler yanls gitmistir.
Fakat ispatin ilk ciimlesinden sonraki biitiin satirlar mantiksal olarak dog-
rudur. Bu nedenle ilk ciimle yanlis olmalidir. Bir bagka deyisle, 6nermenin
yanlig oldugunu kabul etmek yanligtir. Bu nedenle 6nerme dogrudur. ®

Sonuca bu sekilde ulasmak biraz siiphe uyandirabilir. Oniimiizdeki
bé6liimde, burada yaptigimiz isin mantiksal olarak dogru oldugunu gorecegiz.
Simdilik ispatin sonunda ulastigimiz 1 ¢ifttir sonucunun bu sayinin tek
olmasi ile celistigini bilelim yeter. Isin 6ziin itibariyle (1 tektir) A (1 cifttir)
ifadesi CA ~ C formunda bir 6nermedir. Dikkat edilirse C 6nermesi ister
dogru ister yanlis ne olursa olsun, CA ~ C 6nermesi her zaman yanlistar.
Bunun gibi dogru olamayacak bir 6nermeye ¢eliski denir. Celigki, bu ispat
yonteminde anahtar roli oynar.
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6.1 Onermelerin Olmayana Ergi Yontemiyle Ispat1

Simdi, onceki sayfadaki ispatin mantiksal olarak dogru oldugunu gorelim.
Bahsedilen ispatta P : (a,b € Z) = (a® — 4b # 2) 6nermesini dogrulamamiz
istenmistir. Ispata, P’yi yanlis yani ~ P’yi dogru kabul ederek basladik
ve CA ~C sonucuna ulastik. Bagka bir deyisle ~ P'nin dogru olmasinin
CA ~C onermesinin dogru olmasimi gerektirdigini gosterdik. Bu durum,
(~P)=(CA~C) kosullu onermesinin dogru olmasi1 anlamina gelir. Yapilan
isin P’yi ispatlamakla ayni oldugunu gormek icin (~P) = (CA ~C) 6nerme-
sinin dogruluk tablosuna bakalim. Asagidaki tabloda P ve (~P)= (CA~C)
onermeleri aym siitunlara sahiptir. Yani bunlar mantiksal olarak denktir.

(Plc|~P|cr~C|[(=P)>Cr~0)]
D|D| Y Y D
D| Y| Y Y D
Y|p| D Y Y
Y|y | p Y Y

Sonug olarak P 6nermesini ispatlamak i¢in (~P) = (CA~C) kosullu 6nerme-
sini ispatlamak yeterlidir. Bu is, dogrudan ispat ile su sekilde yapilabilir: ~P
kabul edilir ve CA ~C sonucuna ulagilir. Yontemin ana hatlar su sekildedir:

Ozet: Olmayana Ergi ile Ispat

Onerme P.

Ispat. Kabul edelim ki ~ P olsun.

Bu nedenle CA ~ C olur. [ ]

Ispatin baslangicinda C 6nermesinin bilinmiyor olmasi bu yéntemin
tedirgin edici tarafidir. Bu nedenle ispat tizerinde calisirken ~ P dogru
kabul edilmeli ve bir C ile bunun degili olan ~ C 6nermeleri elde edilene
kadar yeni 6nermeler tiiretilmelidir.

Eger bu yontem kafanizi1 karistirdiysa buna su yonden bakabilirsiniz.
Ispatin ilk satirinda ~ P 6nermesinin dogru yani P 6nermesinin yanlis
oldugunu kabul ederiz. Eger P gercekten dogruysa bu durum P’nin yanlig
oldugu varsayima ile celisir. Fakat hentiz P ispatlanmadig: i¢in bu celiski
cok acik degildir. Bu nedenle, belirgin olmayan ~ P celiskisi mantik ve
muhakeme ¢ercevesinde ac¢ikca belirgin bir CA ~ C c¢eligkisine dontistiriliir.
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Olmayana ergi ile ispat, belirli sayilarin irrasyonel oldugunu géstermek
icin bu yontemi kullanan Pisagorculara kadar uzanan ¢ok eski bir yontemdir.
Siradaki érnek, v/2 sayisinin irrasyonel oldugunu kanitlamak icin onlarin
kullandig1 mantig takip eder. Hatirlanacag tiizere iki tamsayinin orani
olarak yazilan bir say1 rasyoneldir. ki tamsayinin orani olarak yazilamayan
bir sayi ise irrasyoneldir. Bu sayilar tam olarak su sekilde tanimlanir.

Tanim 6.1 Eger x = 7 olacak sekilde a,b € Z var ise x rasyoneldir. Ras-
yonel olmayan yani her a,b € Z i¢in x # ¢ olan bir reel say1 irrasyoneldir.

Artik v/2 sayisinin irrasyonel oldugunu ispatlamak icin olmayana ergi
yontemini kullanmaya haziriz. Bu yontemin 6zetinde belirtildigi tizere is-
patin ilk satir1 “Kabul edelim ki 2 irrasyoneldir énermesi dogru olmasin.”
olmalidir. Zorunlu olmamakla birlikte, olmayana ergi yontemini kullan-
digimiz1 okuyucuya bildirmek faydali olacaktir. Bunu yapmanin standart
yolu, ispatin ilk satirinda “Ispati olmayana ergi yontemiyle yapalim. Kabul
edelim ki /2 irrasyoneldir énermesi dogru olmasin.” ifadesini kullanmaktir.

Onerme /2 irrasyoneldir.

Ispat. Ispati olmayana ergi yontemiyle yapalim. Kabul edelim ki v/2 irras-
yoneldir 6nermesi dogru olmasin. Bu durumda v2 rasyoneldir. Yani

va2==2 (6.1)

b
olacak sekilde a,b € Z vardir. Bu kesir en sade halde olsun. Buna gore a ve
b ayn1 anda cift olamaz. (Ikisi birden cift ise pay ve paydadaki 2 ¢carpanlari
sadelestirilebilir.) Egitlik 6.1’de her iki tarafin karesi alinarak 2 = g—z ya da
a® = 2b* (6.2)

yazilabilir. O halde a2 cifttir. Daha 6nce ispatlandig iizere o? cift ise a cifttir.
(Alistirma 1, s. 136.) Ustelik a ve b ayn1 anda ¢ift olamayacag icin b tektir.
Simdi, a ¢ift oldugu i¢in a = 2¢ olacak sekilde bir ¢ € Z vardir. Esitlik 6.2’de
a = 2c¢ yazilarak (2¢)? = 2b2 yani 4¢? = 2b2 bulunur. Buradan 52 = 2¢2 bulunur.
Bu sonuca gore hem 52 hem de b cifttir. Ama daha 6nce bnin tek oldugu
sonucuna varilmigtir. Boylece, b cifttir ve b tektir celigkisine ulagiir. =

Olmayana ergi yonteminin giiciiniin farkina varmak ic¢in yukaridaki
ispat1 onsuz yapmaya calistigimizi diisiinelim. Ispata nereden baslamaliy1z?
Basglangi¢ varsayimlar: ne olmalidir? Bu gibi sorularin acgik cevaplar: yoktur.
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Olmayana ergi yontemi bir baslangic noktas1 sunar: v/2 sayisinin rasyonel
oldugunu varsayip ise oradan baslariz.

Yukaridaki ispatta ulastigimiz (b cifttir)A ~ (b ¢ifttir) ¢eliskisi CA ~C
formundadir. Ama elde edilen ¢eligkinin ille de bu formda olmas1 gerekmez.
Yanlis oldugu acikg¢a belli olan herhangi bir ifade elde etmek yeterlidir.
Ornegin mantik cercevesinde ulasildig siirece 2 # 2 veya 4|2 gibi sonuclar,
olduk¢a makul birer celigkidir.

En az Oklid’e kadar uzanan oldukea eski bir érnek verelim.

Onerme Sonsuz sayida asal say:1 vardir.

Ispat. Ispat1 olmayana ergi yontemiyle yapalim. Kabul edelim ki sadece
sonlu sayida asal say1 var olsun. Bu durumda p; =2, ps =3, ps=5, p4 =7 vb.
olmak tlizere bitiin asal sayilari p1, pse, ps,...,pnr olarak listeleyebiliriz. Buna
gore n—yinci sirada bulunan p, en biiyik asal sayidir. Simdi biitiin asal
sayilarin carpimina 1 eklenerek elde edilen a = (p1p2ps---pn)+1 sayisini ele
alalim. Dikkat edilirse 1’den biiyiik olan her dogal sayinin en az bir tane
asal boleni oldugu i¢in yukarida listeledigimiz n tane asal say1 arasinda
prla olacak gekilde bir p asali vardir. Buna goére a = c¢p;, yani

(p1pP2P3 " Pr-1PkPE+1""Pn)+1=cpp

olacak sekilde bir ¢ € Z bulabiliriz. Bu esitligin her iki tarafini p;, ile bolerek

1
(p1P2P3 " Pr-1Pk+1"""Pn) + o =c

ve boylece
1
— =c—(p1p2p3 " Pk-1Pk+1"""Pn)
Pk

yazabiliriz. Bu esitligin sagindaki ifade bir tamsayidir ancak solundaki
ifade bir tamsay1 degildir. Bu ise bir ¢eligkidir. [ ]

Olmayana ergi yontemi Vx, P(x) formundaki 6nerme ispatlarinda genel
olarak daha kullanighdir. Bunun sebebi, ispatin baglangicindaki ~ Vx, P(x)
varsayimidir. Boliim 2.10’dan hatirlanacag iizere bu varsayim 3Jx,~ P(x)
ifadesine denktir. Bu ifade, ~P(x) 6nermesini dogru yapan 6zel bir x degeri
verir. Genel olarak bu bilgi bir celiski iiretmek icin yeterlidir. Iste bir 6rnek:

Onerme Her xe [0,77/2] reel sayisi igin sinx + cosx =1 olur.

Ispat. Olmayana ergi kullanalim. Kabul edelim ki bu ifade dogru olmasin.
Bu durumda sinx + cosx < 1 olacak sekilde bir x € [0,7/2] vardir.
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Bu aralikta sinx ve cosx negatif olmadiklari i¢in 0 < sinx + cosx < 1 olur.
Buradan 02 < (sinx+cosx)? < 12 yani 0 < sin® x+2sinx cosx+cos? x < 1 bulunur.
Bu esitsizlikte sin® 2x =1 yazilarak 0 <1+2sinxcosx < 1 elde edilir.
Buradan 1+ 2sinxcosx < 1 yazilabilir.

Bu esitsizligin her iki tarafindan 1 ¢ikarilarak 2sinxcosx <0 elde edilir.
Son esitsizlik, sinx ve cosx sayilarinin negatif olmamasi ile celigir. [ ]

X + cos

6.2 Kosullu Onermelerin Olmayana Ergi ile Ispat1

Onceki iki tinitede 6zel olarak kosullu 6nerme ispatlariyla ilgilendik. Simdi
yine bu 6nermelerin olmayana ergi ile ispatlarini resmiyete dékelim. Bunun
icin agagidaki bir 6nermeyi ispatlamak istedigimizi diisinelim.

Onerme Eger P ise Q.

Bunu ispatlamak i¢in P = @ 6nermesinin dogru oldugunu gostermek
gerekir. Olmayana ergi yontemi, ~(P > @) onermesini dogru yani P = @
onermesini yanls kabul ederek baglar. Bilindigi tizere P = @ 6nermesinin
yanlig olmasi, P dogruyken @’nun yanlig olmas1 anlamina gelir. Bu nedenle
ispatin ilk adiminda P ve ~ @ varsayilir. Bunun 6zeti agsagidadar:

Ozet: Kosullu Onermelerin
Olmayana Ergi ile Ispat1

Onerme Eger P ise Q.

Ispat. Kabul edelim ki P ve ~ @ olsun.

Bu nedenle CA ~ C olur. [ ]

Bu yontemi aciklamak icin bilinen bir sonucu ele alalim: Eger a2 cift
ise a cifttir. Yukaridaki 6zete gore ispat “Ispati olmayana ergi yontemiyle
yapalim. Kabul edelim ki a? cift olsun ve a cift olmasin.” ile baslamaldir.

Onerme Bir a € Z verilsin. Eger o? cift ise a cifttir.

Ispat. Ispati olmayana ergi yontemiyle yapalim.

Kabul edelim ki a2 ¢ift olsun ve a ¢ift olmasin.

Bu durumda a? cifttir ve a tektir.

Dikkat edilirse a tek oldugu i¢in a = 2¢ + 1 olacak sekilde bir ¢ € Z vardir.
Buradan a? = (2c+1)?2 =4c?+4c+1 = 2(2¢%+2¢)+1 yazilabilecegi icin a? tektir.
Sonug olarak a? cifttir ve a? tektir. Bu bir celiskidir. [

Simdi baska bir 6rnek verelim:
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Onerme Egera,beZvea=2iseatb veyaat(b+1)olmaldir.

Ispat. Ispati olmayana ergi yontemiyle yapalim. Kabul edelim ki a1 veya
at(b+1)ifadeleri dogru olmayacak sekilde a,b € Z ve a = 2 var olsun.
DeMorgan kurallarindan a|b ve a|(b + 1) yazilabilir.

Bolunebilme tanimina gore b = ac ve b+1 = ad olacak sekilde ¢,d € Z vardir.
Ikinci denklemden ilki ¢ikarilarak ad —ac = 1 yani a(d — ¢) = 1 bulunur.
Burada a pozitif oldugu i¢in d — ¢ de pozitiftir. (Aksi halde a(d —¢) negatiftir.)
Boylelikle d — ¢ pozitifdir ve a(d —c¢) =1 oldugu i¢in a = 1/(d — ¢) < 2 olur.
Sonug olarak a =2 ve a <2 bulunur. Bu bir ¢eligkidir. [ |

6.3 Yontemleri Birlestirmek

Cogu karmasik ispatlar, birden fazla ispati icerisinde barindirir. Ornegin
P = @ kosullu 6nermesini ispatlarken, dogrudan ispat yontemi ile baslaya-
bilir ve @ 6nermesini dogrulamak i¢in P 6nermesini dogru kabul edebiliriz.
Ancak @ nun dogru olmasi bagka bir R 6nermesinin dogru olmasina da-
yanabilir. Boylelikle @ onermesini P ve R birlikte gerektirir. Bu nedenle
en uygun ispat yontemini kullanarak R onermesini kanitlamak gerekir.
Bu durum “ispat icinde ispata” yol agar. Simdi buna bir érnek verelim.
Asagidaki genel yaklagim dogrudandir. Ancak dogrudan ispat, icerisinde
olmayana ergi ile yapilan baska bir ispat icerir.

Onerme Sifirdan farkli her rasyonel say, iki tane irrasyonel sayinin
carpimi olarak yazilabilir.

Ispat. Bu 6nerme su sekilde ifade edilebilir: Eger r sifirdan farkl bir rasyo-
nel sayi ise r iki tane irrasyonel sayinin ¢arpimidir. Bunu dogrudan ispat
yontemini kullanarak gosterelim.

Kabul edelim ki r sifirdan farkl bir rasyonel say1 olsun. Buna gére r = ¢
olacak sekilde a,b € Z vardir. Ayrica r asagidaki gibi iki sayinin ¢carpimi
olarak yazilabilir:

r
r=v2.-—.
V2
Bilindigi iizere v/2 irrasyoneldir. Ispat1 tamamlamak icin L sayisinin da

V2

irrasyonel oldugunu gostermek gerekir.
Bu isi olmayana ergi yontemiyle yapalim. Kabul edelim ki % rasyonel

olsun. Bu durumda

Sl
Ul o
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olacak sekilde ¢ ve d tamsayilar:1 vardir. Buradan

d
va=rd
c
bulunur. Yukaridaki esitlikte » = £ yazilarak
d ad ad
\/§ = r—-———=—
4 ¢c bcec c¢b

elde edilir. Bu esitlik v/2 say1sinin rasyonel olmas1 anlamina gelir. Bu ise
bir celiskidir ciinkii v2 irrasyoneldir. Bu nedenle \/LQ de irrasyoneldir.

Sonuc olarak r = v2- \/Lé ifadesi iki tane irrasyonel sayinin carpimidir. B

Bagka bir ispat-icinde-ispat 6rnegi icin bu tinitenin sonunda verilen 5.
alistirmay ¢ozebilirsiniz (veya ¢oziimiine bir goz atabilirsiniz). Bu aligtir-
mada, v/3 sayisinin irrasyonel oldugunu gostermeniz istenecektir. Bu érnek
V2 sayisinin irrasyonel oldugunu gostermekten biraz daha zordur.

6.4 Cesitli Tavsiyeler

Olmayana ergi giiclii bir ispat yontemidir. Ancak bu yontemi, dogrudan
veya dolayl1 ispat yontemleri kullanilamaz gibi goziiktiigiinde kullanmak
en iyisidir. Bunun nedeni olmayana ergi yontemi, icerisinde gizli ve basit
bir dolayli ispat barindiriyor olabilir. Bu nedenle daha basit olan yaklagimla
devam etmek en dogrusudur. Asagidaki 6rnege bir goz atalim.

Onerme Kabul edelim ki a € Z olsun. Eger a? —2a + 7 cift ise a tektir.

Ispat. (Olmayana ergi) Aksine, a2+ 2a + 7 cift olsun fakat a tek olmasin.
Bir baska deyisle a® +2a + 7 ve a ayn1 anda cift olsun.

Bu gore a = 2¢ olacak sekilde bir ¢ tamsayis1 vardir.

Burda a?+2a+7 = (2¢)?+2(2¢)+7 = 2(2c2+2+3)+1 oldugu icin a?+2a+7 tektir.
Boylece a? + 2a + 7 hem c¢ifttir hem de tektir. Bu bir celiskidir. [ ]

Bu ispatta yanlis olan hicbir gey yoktur. Fakat a tamsayisinin tek olma-
digim varsayip a? +2a + 7 tamsayisiin ¢ift olmadig1 sonucuna varilan kismi
g0z oniine alalim. Burada dolayl bir ispat yaklagim1 vardir. Bu nedenle
dolayh ispat kullananan agsagidaki kanmit daha kullaniglidir.

Onerme Kabul edelim ki a € Z olsun. Eger a2 —2a +7 cift ise a tektir.

Ispat. (Dolayh ispat) Kabul edelim ki a tek olmasin. Bu durumda a cifttir.
Yani a = 2¢ olacak sekilde bir ¢ € Z vardir. Burada a?+2a+7 = (2¢)? +2(2¢)+7 =
2(2¢2+2¢+3)+1 oldugu icin a®+2a+7 tektir. O halde a®—2a+7 cift degildir. |
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Olmayana Ergi

Unite 6 Alistirmalar:

A. Asagidaki onermeleri olmayana ergi yontemiyle ispatlayiniz. Her durumda,
dogrudan veya dolayl ispat yontemlerinin nasil kullanilacagini1 da diigiiniin.
(Cogu durumda olmayana ergi yonteminin daha kolay oldugunu géreceksiniz.)

S I A i

ot e el el e e
- T N OO TR =

Kabul edelim ki n € Z olsun. Eger n tek ise n? tektir.
Kabul edelim ki » € Z olsun. Eger n? tek ise n tektir.
V2 sayisinin irrasyonel oldugunu ispatlayiniz.

v/6 say1sinin irrasyonel oldugunu ispatlayiniz.

v/3 sayisinin irrasyonel oldugunu ispatlayiniz.

Eger a,b € Z ise a® —4b -2 # 0 olur.

Eger a,b € Z ise a® —4b -3 #0 olur.

Kabul edelim ki a,b, ¢ € Z olsun. Eger a? + b% = ¢2

ise a veya b cifttir.
Herhangi a,b € R verilsin. Eger a rasyonel ve ab irrasyonel ise b irrasyoneldir.
21a +30b =1 olacak sekilde a ve b tamsayilar1 yoktur.

. 18a+6b =1 olacak sekilde a ve b tamsayilar1 yoktur.

. Pozitif olan her x € Q icin y < x olacak sekilde pozitif bir y € Q vardir.
. Her x € [n/2,7n] i¢in sinx —cosx =1 olur.

. Eger A ve B iki kiime ise An(B-A) = ¢ olur.

. Eger beZ ve her k eNi¢in b1k ise b =0 olur.

. Eger a ve b pozitif reel sayilar ise a + b = 2v/ab olur.

. Her neZigin 41(n? +2) olur.

18.

Kabul edelim ki a,b € Z olsun. Eger 4|(a® + b2) ise a ve b ayn1 anda tek olamaz.

B. Unite 4, 5 ve 6'da verilen metodlar1 kullanarak asagidaki 6nermeleri ispatlayiniz.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Ardigik her bes tamsayimnin ¢arpimi 120 ile béliinebilir. (Ornegin 3,4,5,6 ve 7
tamsayilarinin ¢arpimi 2520’dir ve 2520 = 120- 21 olur.)

Eger x ve y rasyonel ise R? diizlemindeki P(x,y) noktasina bir rasyonel nokta
denir. Bir bagka deyisle P(x,y) € Q? ise P rasyoneldir. Eger F(xo,y) = 0 olacak
sekilde xg, yo € Q var ise F(x,y) = 0 denkleminin rasyonel noktasi vardir denir.
Ornegin (xo, yo) = (1,0) noktas1 x2 + y2 — 1 = 0 egrisinin bir rasyonel noktasidir.
Buna gore x?+y2—3 = 0 egrisinin rasyonel bir noktasinin olmadigini gosteriniz.
Alistirma 20 (yukarida), x2 + y2 —3 = 0 egrisi iizerinde bir rasyonel nokta olma-
digim soyler. Bunu kullanarak /3 sayisinin irrasyonel oldugunu gosteriniz.
Alistirma 20’de verilen x2+y? -3 = 0 egrisinin rasyonel noktalarinin olmamasi,
pozitif ve tek olan her & tamsayisina karsilik x2 + y2 — 3% = 0 egrisinin rasyonel
noktalarinin olmamasini gerektirir. Bunun nedenini agiklayiniz.
Yukaridaki sonucu kullanarak pozitif ve tek olan her £ tamsayisina kargilik
V/ 3% sayisinin irrasyonel oldugunu gésteriniz.

logy 3 irrasyoneldir.
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UNITE 7

Kosulsuz Onermelerin Ispatlanmasi

Son i¢ iinitede, ti¢ tane temel ispat yontemi verilmistir. Bunlar; dogrudan
ispat, dolayl ispat ve olmayana ergi yontemleridir. Bu yontemlerin
ucl de “Eger P ise @.” formundaki 6nermeleri kanmitlamak icin kullanilir.
Bildigimiz tizere teoremlerin ve 6nermelerin biiytik bir kismi ya kosullu
formdadir ya da yeniden yazilarak kosullu forma getirilebilir. Bu nedenle
bu ii¢ ana yontem oldukc¢a 6nemlidir. Ancak bazi teoremleri ve 6nermeleri
kosullu bir forma doniistiirmek miimkiin degildir. Ornegin bazi teoremler
“P ancak ve ancak @.” formundadir. Bunlar tek degil, ¢ift kosulludur. Bu
unitede, ancak-ve-ancakli formda verilen teoremleri ispatlama yollarini
inceleyecegiz. Bunun yani sira iki tane farkli teorem tipine daha bakacagiz.

7.1 Ancak ve Ancakli Ispatlar
Bazi 6nermeler
P ancak ve ancak @

formundadir. B6liim 2.4’ten bildigimiz tizere bu 6nerme, asagidaki 6nerme-
lerin ikisinin birden dogru oldugunu bildirir:

Eger P ise Q.
Eger @ ise P.

O halde “P ancak ve ancak @.” onermesini ispatlamak icin iki tane kosullu
onerme kanitlamak gerekir. Boliim 2.4’ten hatirlanacagi iizere @ = P 6ner-
mesine P = @ onermesinin karsiti denir. Bunlar, birer kogullu 6nermedir.
Ispatlari; dogrudan ispat, dolayl ispat veya olmayana ergi yontemlerinden
biriyle yapilabilir. Bu metodun ana hatlar: su sekildedir.

Ozet: Ancak-ve-ancakl ispatlar

Onerme P ancak ve ancak Q.

Ispat.

[Dogrudan ispat, dolayli ispat veya olmayana ergi ile P = @ kanitlanir.]

[Dogrudan ispat, dolayh ispat veya olmayana ergi ile @ = P kamtlanir. |
|
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Cok basit bir 6rnekle baglayalim. Sadece metodun ana hatlarini goster-
mek icin dogru oldugunu zaten bildigimiz “n tektir ancak ve ancak n? tektir”
onermesini ispatlayalim. Bunun icin (n tek) = (n2 tek) 6nermesini dogrudan,
(n? tek) = (n tek) onermesini de dolayl1 yoldan ispatlayalim.

Onerme Bir n tamsayis: tektir ancak ve ancak n? tektir.

Ispat. 1k 6nce n tek ise n? tamsayisinin tek olmasi gerektigini gosterelim.
Kabul edelim ki n tek olsun. Tek say1 tanimina gore n = 2a +1 olacak sekilde
bir a € Z vardir. Buna gore n? = (2a + 1)? = 4a® + 4a + 1 = 2(2a2 + 2a) + 1 olur.
Bir tamsayinin iki katindan bir fazla olarak yazilan n? tektir.

Karsit olarak, n? tek ise n tamsayisinin tek olmasi gerektigini gésterelim.
Bunu dolayl ispat yontemiyle yapalim. Kabul edelim ki n tek olmasin. Bu
durumda n c¢ifttir ve (¢ift say1 tanimindan) n = 2a olacak sekilde bir a e Z
vardir. Buna gore n? = (2a)? = 2(2a?) olur. Bir tamsayinin iki kat1 olarak
yazilan n? cifttir. Yani n? tek degildir. Sonuc olarak n tek degil ise n? tek
degildir. Bu “n” tek ise n tektir” 6nermesinin dolayh ispatidir. [ ]

“P ancak ve ancak .” 6nermesini ispatlarken, @ = P 6nermesin ispa-
tina yeni bir paragrafta baglanmalidir. Bu 6nerme, P = @ 6nermesinin
karsitidir. Ispatin ilk kismini bitirdigimizi ve ikinci kismina basladigimizi
okuyucuya belirtmek i¢in (yukarida yaptigimiz gibi) bu paragrafa “Kargit
olarak” ifadesiyle baglayabiliriz. Ayrica bu paragrafta tam olarak neyin
ispatlandigini yeniden hatirlatmak da iyi bir fikirdir.

Bir sonraki ispatinin iki kisminda da dogrudan ispat yapilacaktir.

Onerme Kabul edelim ki a,b € Z olsun. Buna gére a = b(mod6) olmas1
icin gerek ve yeter sart a = b(mod2) ve a = b (mod 3) olmasidir.

Ispat. 11k 6nce a = b(mod6) ise a = b(mod2) ve a = b(mod 3) oldugunu goste-
relim. Kabul edelim ki a = b (mod 6) olsun. Buna gore 6|(a — b) olur. Yani

a—-b=6n

olacak sekilde bir n tamsayis1 vardir. Bu esitlik a — b = 2(3n) seklinde yazilir
ise 2|(a — b) olur. Buradan a = 5(mod 2) elde edilir. Ayni esitlik a — b = 3(2n)
seklinde yazilirsa 3|(a — b) olur. Buradan da a = b(mod 3) elde edilir.

Karsit olarak, a = b(mod2) ve a = b(mod 3) olsun. Oncelikle a = b (mod2)
ise 2|(a—b) olur. Buna gore a — b = 2k olacak sekilde bir % € Z vardir. O halde
a — b cifttir. Benzer gekilde a = 5(mod 3) ise 3|(a — b) olur. Buna gore

a—-b=3l
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olacak sekilde bir [ € Z vardir. Dikkat edilirse a — b ¢ift oldugu icin [ ¢ift
olmalidir. Aksi halde a — b = 3! tek olur (¢linkii a — b iki tane tek sayinin
carpimidir). Buna gore [ = 2m olacak sekilde bir m € Z vardir. Boylelikle
a—b=3l=3-2m =6m yazilarak 6|(a — b) yani a = b (mod 6) bulunur. [ ]

Ancak-ve-ancakli ispatlar daha 6nce 6grendigimiz metodlarin kombi-
nasyonu oldugu i¢in bu béliimde baska orneklere yer vermeyecegiz. Fakat
becerilerinizi iinite sonuda verilen bazi aligtirmalar tizerinde test etmeniz
son derece onemlidir.

7.2 Denk Onermeler

Diger derslerde, bir liste halinde verilmis 6nermelerin “denk” olduklarinm
iddia eden ancak ne tek kosullu ne de ¢ift kogullu formda olan bir teorem
tiru karsiniza gikabilir. Lineer cebir ders kitaplarinda gordiigiiniiz (veya
goreceginiz) bu tiirdeki bir teorem asagida verilmistir.

Teorem A matrisi n x n tipinde bir matris olsun. Asagidaki 6nermeler
denktir:

(@) A matrisi tersinirdir.

(b) Ax=Db denkleminin her b € R” i¢in tek bir ¢6ziimii vardir.

(¢) Ax =0 denkleminin sadece asikar ¢oziimii vardir.

(d) A matrisinin indirgenmis eselon formu I, birim matrisidir.

(e) det(A)#0.

(f) A matrisinin tim 6zdegerleri sifirdan farklidir.

Bir listedeki onermelerin “denk” olduklarinmi iddia eden teorem aslinda
onermelerinin ya hepsinin dogru ya da hepsinin yanhs oldugunu iddia
eder. Buna gore n x n tipinde bir matris verildiginde, yukaridaki teorem
o matris hakkindaki (a)dan (f)’ye tiim 6nermelerin ya hepsinin dogru ya
da hepsinin yanls oldugunu belirtir. Ornegin det(A) # 0 oldugu biliniyorsa
yukaridaki teorem, (e¢) 6nermesine ek olarak (a)dan (f)’ye titm 6nermelerin
dogru oldugunu garanti eder. Diger taraftan det(A) =0 ise teorem (a)dan
(fYye biitin 6nermelerin yanlis oldugunu soyler. Bir A matrisi hakkinda
bildiklerimizi alt1 katina ¢ikaran bu teorem acgikcasi cok faydalidir.

Boyle bir teoremi ispatlamak icin hangi metod kullanilir? Yukaridaki
teorem bir bakima ancak-ve-ancakli bir teoreme benzer ¢iinkii P < @ for-
mundaki ancak-ve-ancakli bir teorem, P ve @ nun ayni1 anda dogru ya da
ayn1 anda yanlis oldugunu soyler. Bir bagka deyisle P ve @ denktir. P & @
onermesini kanitlamak icin ilk 6nce P = @ daha sonra @ = P ispatlanir.
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Boylece P’den @’ya giden ve daha sonra P’ye geri donen bir “dongii” olusur.
Bu baglamda yukarida verilen teoremi ispatlamanin bir yolu (a) = (b),
B)=(e), (¢)=(d), (d) = (e), (e) = (f) ve (f) = (a) kosullu 6nermelerini sirayla
ispatlamaktir. Bu ispat yontemi asagidaki gibi modellenebilir:

(@) = () = (o)
f J
(f) = () = ()

Yukaridaki alt1 gerektirmenin hepsi ispatlandiginda gercekten de (a)’dan
(fYye tim onermelerin ya hepsi dogrudur ya da hepsi yanlistir. Bunlardan
bir tanesi dogru ise dairesel zincir, diger tiim 6nermelerin dogru olmasim
gerektirir. Eger bir tanesi (6rnegin (c)) yanlis ise (b) = (¢) dogru oldugu i¢in
(b) yanlhigtir. Buna gore (b) yanlis ve (a) = (b) dogru oldugu i¢in (a) yanlhgtr.
Dongti tizerinde saatin tersi yonde hareket ederek digerleri de goriilebilir.

Sonug olarak, n tane 6nermenin denk oldugunu ispatlamak icin dairesel
bir formda konuslandirilmig n tane kosullu 6nermeden her birinin dairesel
siradaki diger 6nermeyi gerektirdigini gostermek yeterlidir. Ancak ille de
dairesel form zorunlu degildir. Ornegin, asagidaki semalardan herhangi
biri de ayni isi yapar.

(@) = (B) = (¢) (@) = (b)) = (c)
n J 0
(f) = () = (@) (f) = (&) = @)

Ispatlanacak kosullu 6nerme sayisi, dairesel semalarda en azdir. Kulla-
nilan sema ne olursa olsun kosullu 6nermelerin her biri dogrudan ispat,
dolayl1 ispat veya olmayana ergi yontemlerinden biriyle kanitlanabilir.

Bu tiir ispatlara bu kitapta yer verilmeyecektir. Fakat diger derslerde
bunlarla karsilagacaginizdan emin olabilirsiniz.

7.3 Varhk ispatlary; Varlik ve Teklik Ispatlar:

Bu noktaya kadar sadece tek kogullu veya iki ya da daha fazla kosullu
formda yazilan 6nermelerle ilgilendik. Bu 6nermeler genellikle P(x) = Q(x)
formundadir. (Buradaki degisken sayis1 birden fazla olabilir.) Boliim 2.8’den
hatirlanacag iizere bu 6nermeler evrensel olarak nicelenmis Vx,P(x) = Q(x)
formundaki 6nermeler olarak da yorumlanabilir.

Bu nedenle kosullu 6nermeler evrensel olarak nicelenmig 6nermelerdir.
Bunlar1 dogrudan ispat, dolayl1 ispat veya olmayana ergi yontemlerinden
biriyle ispatlarken aslinda evrensel olarak nicelenmig bir 6nerme ispatlariz.
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Buna karsilik varliksal olarak nicelenmig bir 6nermeyi nasil ispatlariz?
Bir bagka ifadeyle
Jx, R(x)

formundaki bir 6nermeyi ispatlamak ic¢in nasil bir yontem takip edebiliriz?
Bu 6nerme, R(x) 6nermesini dogrulayan 6zel bir x niceliginin var oldugunu
iddia eder. O héalde 3x, R(x) 6nermesini ispatlamak i¢in yapilmasi gereken
tek sey, onermeyi dogrulayan x ornegini ortaya koymaktir.

Onermelerin ve teoremlerin biiyiik cogunlugu kosullu (veya cift kosullu)
formda olsa da bunlarin az bir kism Jx, R(x) formundadir. Bu formdaki
onermelere varlik onermeleri, teoremlere ise varlik teoremleri denir.
Bir varlik teoremini kanitlamak i¢in yapilmasi gereken ig, onu dogrulayan
bir 6rnek vermektir. Genelde bu oldukc¢a basittir. (Ama her zaman degil!)
Simdi buna birkac¢ 6rnek verelim:

Onerme Cift olan bir asal say1 vardur.
Ispat. 2 hem cifttir hem de asaldir. [

Kuskusuz ki bu ¢ok basit bir 6rnek oldu. Simdi daha zor olana bakalim.

Onerme Iki kiipiin toplami olarak iki farkl: bicimde yazilabilen bir tam-
say1 vardir.

Ispat. 1729 tamsayisini goz oniine alalim. Dikkat edilirse 1% + 123 = 1729 ve
92 +102 = 1729 oldugu goriilebilir. Dolayisiyla 1729 saysi, iki kiipiin toplami
olarak iki farkli sekilde yazilabilir. [ |

Varlik 6nermelerinin ispatlarinda bazen verilen 6rnegin gercekten de
ise yaradigim gostermek gerekir. Ornegin yukaridaki ispatta 1729 sayisinin,
iki tane kiipiin toplami olarak iki farkl sekilde yazilabilecegi sadece iddia
edilip bunun nasil yapilacagini gosterilmeseydi ispat eksik kalirda.

Uyari: Varlik onermelerini ispatlamak i¢in bir 6rnek vermek yeterlidir.
Ancak kosullu 6nermeleri ispatlamak i¢in bir 6rnek vermek yeterli degildir.

Genel olarak varlik 6nermeleri, kogullu 6nermeler icerisine gomiuludiir.
Bunu gormek icin asagidaki 6nermeyi goz oniine alalim. (Sayfa 116’daki
ebob tanimini hatirlayin.)

Eger a,b € N ise ebob(a,b) = ak + bl olacak sekilde k,l € Z vardir.

Bu 6nerme, asagidaki forma sahip kosullu bir 6nermedir:

a,beN = 3Tk, [eZ, ebobla,b)=ak+Dbl.
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Bu 6nermeyi dogrudan ispat ile kanitlamak icin a,b € N oldugunu kabul
edip “dk,l € Z, ebob(a,b) = ak + bl” varlik onermesini ispatlamak gerekir.
Bir baska deyigle ebob(a,b) = ak + bl olacak sekilde (a ile b’ye bagli) & ve [
tamsayilarin1 bulmak gerekir. Simdi bu plan1 uygulayalim. (Bu 6nerme,
ileride bircok defa kullanacagimiz temel bir 6nermedir. Bu nedenle buna
bir numara verelim.)

Onerme 7.1 Eger a,b € Nise ebob(a,b) = ak +bl olacak sekilde &,/ € Z vardir.

Ispat. (Dogrudan ispat). Kabul edelim ki a,b € N olsun. A = {ax+by:x,yeZ}
kiimesini ele alalim. Bu kiime, pozitif ve negatif tamsayilarin yani sira sifir1
icerir. (Bunun sebebi sudur: Eger y = 0 secilir ve x degiskeni tamsayilar
kiimesi tizerinde deger alir ise ax +by = ax sayis1 a’'nin sifir, pozitif ve negatif
tim katlarin icerir.) A kiimesinin en kii¢iik pozitif elemani d olsun. Buna
gore, d € A oldugu icin, d = ak + bl olacak sekilde & ve [ tamsayilar: vardir.

Ispat1 tamamlamak icin d = ebob(a,b) oldugunu gostermemiz gerekir.
Bunun icin d tamsayisinin a ile b sayilarim béldigiini ve ortak bolenlerin
de en biiyiigii oldugunu gosterelim.

Ik 6nce d|a oldugunu gosterelim. Bolme algoritmasini (s. 30) kullanip,
0 <r <d olmak tizere, a = qd + r yazabiliriz. Bu esitlikten

r = a-qd
= a-qlak+bl)
= a(l-qk)+b(-ql)

elde ederiz. Dikkat edilecegi iizere r tamsayisi r = ax + by formunda oldugu
icin A kiimesine aittir. Fakat A kiimesinin en kii¢iik pozitif elemani d ve
0 <r <d oldugu icin r pozitif olamaz. Yani r = 0 olmalidir. Buradan a = qd
yani d|a bulunur. Ayn1 argiiman, b = qd +r denklemi icin tekrarlanarak
d | b oldugu gosterilebilir. O halde d tamsayisi a ve b’nin ortak bir bélenidir.
Geriye d’'nin ortak bolenlerin en biiyiigti oldugunu gostermek kalir.
Dikkat edilirse ebob(a, b) degeri a ve b tamsayilarini boler. Bundan dolay:
a = ebob(a,b)-m ve b = ebob(a,b)-n olacak sekilde m,n € Z vardir. Buradan
d =ak+bl =ebob(a,b)-mk+ebob(a,b)-nl = ebob(a,b)(mk+nl) bulunur. O halde
d tamsayis1 ebob(a,b) degerinin bir katidir. Yani d = ebob(a,b) yazilabilir.
Ancak d tamsayisi ortak bélenlerin en biiytigiinden daha biiyiik olamaz.
Sonug olarak d = ebob(a,b) olmalidir. [ ]

Bu bolumi teklik ispatlar: adi verilen ispatlardan bahsederek bitirelim.
Bazi varlik 6nermeleri “Bir ve sadece bir x vardir oyle ki P(x).” ya da kisaca
“Bir tek x vardir dyle ki P(x).” formundadir. Béyle bir 6nerme, P(x) dogru
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olacak sekilde sadece bir tane x oldugunu belirtir. Bunu ispatlamak icin
P(d) dogru olacak bigcimde bir x = d degeri bulmak ve bunu saglayan tek
degerin d oldugunu gostermek gerekir. Simdi 6rnek olarak {ax+by:x,y € Z}
kiimesinin sadece ebob(a,b) degerinin katlarindan olustugunu gosterelim.

Onerme Kabul edelim ki a,b € N olsun. Bir ve sadece bir d € N vardir 6yle ki
m tamsayis1 d’nin bir katidir ancak ve ancak m = ax + by olacak sekilde
x,y € Z vardir.

Ispat. Kabul edelim ki a,b €N ve d = ebob(a, b) olsun. Ik énce “m tamsayis
d’nin bir katidir ancak ve ancak m = ax + by olacak sekilde x,y € Z vardir.”
onermesini ispatlayalim. Eger m = dn sayis1 d’nin bir kat1 ise Onerme 7.1’
gore d = ak +bl olacak sekilde k,! € Z vardir. Buna gore m =dn =(ak+bl)n =
a(kn)+b(ln) olur. Eger x = kn ve y =ln secilirse m = ax + by elde edilir.

Kargit olarak m = ax + by olacak sekilde x,y € Z var olsun. Tanimi geregi
d = ebob(a,b) degeri a ve b sayilarini boler. O halde a =dc ve b = de olacak
sekilde c,e € Z vardir. Buradan m =ax + by = dcx + dey = d(cx + ey) bulunur.
Sonug olarak d|m elde edilir.

Yukarida “m tamsayis1 d dogal sayisinin bir katidir ancak ve ancak
m = ax+by olacak sekilde x,y € Z vardir” 6nermesini saglayan bir d oldugunu
gosterdik. Geriye, bu sart1 saglayan tek dogal sayinin d oldugunu géstermek
kaldi. Bunun icin d ile ayni 6zellige sahip yani agagidaki 6nermeyi saglayan
bir d’ dogal sayisinin var oldugunu kabul edelim:

m tamsayisi d’ dogal) ( m =ax+ by olacak 71)

sayisimin bir katidir sekilde x,y € Z vardir )’

Buna gore d = d’ oldugunu gosterelim. Egitlik 7.1'7den m=a-1+b-0=a ve
m=a-0+b-1=>b yazilabilir. Bu nedenle «a ile b sayilar1 d’ dogal sayisinin
birer katidir. O halde d’ bu sayilarin bir ortak bélenidir. Buradan

d' <ebob(a,b)=d

elde edilir. Simdi d' dogal sayisinin m =d’-1 = d’ katin1 ele alalim. Yine
7.1 geregince d’ = ax + by olacak sekilde x,y € Z bulunabilir. Ispatin ikinci
paragrafinda belirtildigi gibi a = dc ve b = de olacak sekilde c,e € Z vardir.
Buradan d' = ax + by =dcx +dey = d(cx + ey) bulunur. O halde d' sayis1 d
sayisinin bir katidir. Hem d hem de d’ pozitif oldugu i¢in

d=<d’

olmalidir. Sonug olarak d’' <d ve d' <d bulunur. Buradan d = d’ elde edilir.
Boylece ispat tamamlanair. [ |
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7.4 Yapisal Ispatlar ve Yapisal Olmayan Ispatlar

Varlik ispatlari, yapisal ispatlar ve yapisal olmayan ispatlar olarak iki
gruba ayrilir. Yapisal ispatlar, teoremi kanitlayan 6rnegi acik bir sekilde
ortaya koyar. Yapisal olmayan ispatlar ise 6rnegi acikca vermez ancak onun
var oldugunu gosterir. Aralarindaki fark: gormek icin “Oyle x ve y irrasyonel
sayilar1 vardir ki x¥ rasyoneldir.” 6nermesini iki fakh sekilde ispatlayalim.

Onerme Oyle x ve y irrasyonel sayilar1 vardir ki x¥ rasyoneldir.

Ispat. Kabul edelim ki x = \/§f2 ve y = v2 olsun. Bilindigi iizere y irras-
yoneldir. Fakat x sayisinin rasyonel mi yoksa irrasyonel mi oldugu acik
degildir. Bir tarafta x irrasyonel ise

V2
xy=(¢§“§) Va2 P g

rasyoneldir. Obiir tarafta x rasyonel ise y” = \/Q‘/Q = x rasyoneldir. Her
halikarda irrasyonel bir sayinin irrasyonel kuvveti rasyonel olmus olur. =

Yukaridaki 6rnek, klasik bir yapisal olmayan ispat o6rnegidir. Sayilar
acikca vermeden (ya da insa etmeden) x” rasyonel olacak sekilde x ve y

irrasyonel sayilarinin var oldugunu gosterir. Herkesi (V2?2 veya va'?
ifadelerinden birinin, irrasyonel bir sayinin irrasyonel kuvveti olan rasyonel
say1 olduguna ikna eder. Anacak bunun hangisi oldugunu séylemez. Bu
nedenle acikca vermeden boyle bir 6rnegin var oldugunu kanitlar.

Simdi x¥ rasyonel olacak sekilde x ve y irrasyonel sayilarini ortaya koyan
(ya da inga eden) yapisal ispati yapalim.

Onerme Oyle x ve y irrasyonel sayilar1 vardir ki x” rasyoneldir.

Ispat. Kabul edelimki x = v/2 ve y =log, 9 olsun. Bu durumda

logy 3
822 _glogy3 _ g

o = \/élong) _ \/Elog232 _ \/§2log23 _ (\/52)
olur. Dikkat edilirse 3 rasyoneldir. O halde x = 3 rasyoneldir.

Bilindigi iizere x = v/2 irrasyoneldir. Eger y = log,9 sayisinin irrasyonel
oldugunu gosterebilirsek ispat tamamlanir. Bunu olmayana ergi yontemiyle
yapalim. Kabul edelim ki log, 9 rasyonel olsun. Bu durumda § =1logy 9 olacak
sekilde a ve b tamsayilar: vardir. Buna gore 2%% = 9 yazilabilir. Buradan
(29/0)b = 9b veya 2% = 9 elde edilir. Dikkat edilirse 2¢ cifttir fakat 9° tektir
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(¢iinkii 9 ile kendisinin b defa ¢carpimi daima tektir). Bu ise bir celigkidir.
Boylece ispat tamamlanmis olur. [ ]

Yukaridaki varlik ispati, kendi igerisinde ayr1 bir ispat barindirir. Bu
ispat, log, 9 sayisinin (olmayana ergi ile) irrasyonel oldugunu gésterir. Ispat
yontemlerinin béyle birbiri icinde kullanilmasi olduk¢a normaldir.

Diger kitaplardaki veya makalelerdeki ispatlar: okurken ya da kendi
ispatlarimizi yaparken, yapisal olan ve yapisal olmayan ispatlara kars:
hazirlikli olmalisiniz.

Unite 7 Alistirmalar:

Asagidaki 6nermeleri ispatlayinmiz. Buradaki alistirmalar, Uniteler 4-7’de ele alinan
yontemlerin tamamini kapsayan kiimilatif aligtirmalardir.

. Kabul edelim ki x € Z olsun. Bu durumda « ¢ifttir ancak ve ancak 3x + 5 tektir.
. Kabul edelim ki x € Z olsun. Bu durumda «x tektir ancak ve ancak 3x + 6 tektir.

3 + a? + a cifttir ancak ve ancak a cifttir.

. Bir a tamsayisi verilsin. Buna gore a
. Bir a tamsayisi verilsin. Buna gore a? + 4a +5 tektir ancak ve ancak a cifttir.

. Bir a tamsayis1 tektir ancak ve ancak a? tektir.

SO A W

. Kabul edelim ki x,y € R olsun. Bu durumda x3 + x2y = y2 + xy olmasi icin gerek
ve yeter sart y = 22 veya y = —x olmasidir.

7. Kabul edelim ki x,y € R olsun. Bu durumda (x + y)? = 22 + ¥2 olmasi icin gerek ve
yeter sart x = 0 veya y = 0 olmasidir.

8. Kabul edelim ki a,b € Z olsun. Buna gore a = b(mod 10) olmasi i¢in gerek ve yeter
sartin a = b(mod 2) ve a = b(mod5) oldugunu ispatlayiniz.

9. Bir a € Z i¢in 14|a ancak ve ancak 7|a ve 2|a oldugunu ispatlayiniz.
10. Eger a € Z ise a® = a(mod 10) olur.
11. Kabul edelim ki a,b € Z olsun. Buna gore (a — 3)b? cifttir ancak ve ancak a tektir
veya b cifttir.
12. x? < /x olacak sekilde pozitif bir x reel sayis1 vardir.
13. Kabul edelim ki a,b € Z olsun. Eger a + b tek ise a? + b? tektir.

14. Kabul edelim ki @ € Z olsun. Buna gére a?| a olmasi icin gerek ve yeter sart
a€{-1,0,1} olmasidir.

15. Kabul edelim ki a,b € Z olsun. Buna gére a + b ¢ifttir ancak ve ancak a ile b aym
paritelidir.

16. Kabul edelim ki a,b € Z olsun. Eger ab tek ise a? + b2 cifttir.
17. 90 ile 100 arasinda bir asal say1 vardir.

18. Ne X ve Nc X olacak sekilde bir X kiimesi vardir.

19. Eger neNise 20+21+ 22423424 +... 427 =27*1 _1 olur.
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20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.
217.
28.

29.

30.

31.
32.
33.
34.

35.
36.

11](2" - 1) olacak sekilde bir n € N vardir.

Uciincii dereceden x3 + x — 3 = 0 denkleminin her ¢6ziimii irrasyoneldir.
Eger n eNise 4|n? veya 4|(n% — 1) olur.

Kabul edelim ki a,b, ¢ € Z olsun. Eger a|b veya a |(b? - ¢) ise a|c olur.
Eger a € Z ise a{(a® - 3) olur.

Kabul edelim ki p bir tamsay1 ve p > 1 olsun. Eger 2 <n <,/p sartim1 saglayan
her n tamsayis1 i¢in n{ p ise p asaldir.

Ardisik n tane pozitif tamsayinin ¢arpimai n! ile boliniir.
Eger a,b € Z ve a® + b? bir tamkare ise a ve b ayn1 anda tek degildir.

Bolme algoritmasini ispatlayiniz: Eger a,b e Nise a =bqg +r ve 0 <r < b olacak
sekilde ¢ ve r tamsayilar1 vardir. Ustelik bu sayilar bir tektir. (Bu ispatin varhik
kismi Bélim 1.9da ispatlanmigtir. Buna teklik kismi da eklenmelidir.)

Eger a|bc ve ebob(a,b) =1 ise a|c olur.
(Yol gosterme: 152. sayfada verilen 6nermeyi kullanabilirsiniz.)

Kabul edelim ki a,b,p € Z ve p asal olsun. Eger p|ab ise p|a veya p|b olur.
(Yol gosterme: 152. sayfada verilen 6nermeyi kullanabilirsiniz.)

Eger n € Z ise ebob(n,n + 1) =1 olur.
Eger n € Z ise ebob(n,n +2) € {1,2} olur.
Eger n € Z ise ebob(2n +1,4n% + 1) = 1 olur.

Eger ebob(a,c) = ebob(b,c) = 1 ise ebob(ab,c) =1 olur.
(Yol gosterme: 152. sayfada verilen 6nermeyi kullanabilirsiniz.)

Kabul edelim ki a,b € N olsun. Buna goére a = ebob(a, b) ancak ve ancak a|b olur.
Kabul edelim ki a,b € N olsun. Buna gore a = ekok(a,b) ancak ve ancak b |a olur.
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UNITE 8

Kiimeleri Iceren Ispatlar

O grenciler, aldiklar ilk ileri diizey matematik derslerinde, kiimelerin
oynadig1 kapsaml role ve karsilagtiklari ¢ogu ispatin kiimeler hak-
kinda olmasina genelde ¢ok sasirir. Lineer cebir derslerinde muhtemelen
bu tiir ispatlarla karsilasmigsinizdir. Ornegin, belirli 6zellikleri saglayan
(ve vektorler diye adlandirilan) nesnelerin kiimesi bir vektor uzay: olarak
adlandirilir. Ders kitabiniz kiimeler teorisi yontemlerini kullanarak, mesela
iki vektor uzayinin kesisiminin yine bir vektor uzayi olmasi gibi, vektor
uzaylar1 konusunda birgok sey ispatlamistir. Matematik bilginiz arttikca,
kiimeleri iceren teoremler ve ispatlar konusunda daha fazla fikir edinecek-
siniz. Bu linitenin amaci, sizi buna hazirlayacak temeli kazandirmaktir.

Bu iinitede; bir nesnenin, bir kiimenin elemani oldugunu nasil gos-
terecegimizi; bir kiimenin, baska bir kiitmenin altkiimesi oldugunu nasil
ispatlayacagimizi ve iki kiimenin esit oldugunu nasil kanitlayacagimiz tarti-
sacagiz. Bunu yaparken, bellegimizi tazelemek adina Unite 1’e atif yapmak
gerekebilir. Sizlere kolaylik saglamak icin Unite 1’de verilen ana tanimlari
ozetleyelim: Eger A ve B iki kiime ise

AxB {(x,y):x€A, yeB},
AuB = {x:(x€A)v(xeB)},

AnNB = {x:(xeA)A(xeB)},
A-B = {x:(x€A)A(@x¢B)},
A = E-A,

olarak tanimlidir. Hatirlanacag tizere A c B ifadesi, A kiimesindeki her
elemanin ayni1 zamanda B kiimesinde olmas1 anlamina gelir. Ayrica A’'nin
kuvvet kiimesi, A'nin biitin alt kiimelerinin kiimesidir:

P(A) = {X:XcA}

8.1 “a € A” Onermesi Nasil Ispatlanir

Ortak 6zellik yontemini tekrar ederek baslayalim. Sonrasinda, verilen bir
a nesnesinin bir A kiimesine ait oldugunu nasil gosterecegimize bakalim.
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Ortak ozellik yontemini kullanarak bir A kiimesini A = {x : P(x)} ile
gosterelim. P(x) burada x hakkinda hiikiim bildiren bir acik 6nermedir. A
kiimesi, P(x) onermesini dogru yapan tiim x degerlerinden olusur. Ornegin,

{x:x tek tamsayidir} ={...,-5,-3,-1,1,3,5,...}.

Bu notasyonun yaygin bir kullanimi da A = {x € S : P(x)} seklindedir. Buna
gore A kiimesi, (6nceden belirlenmig) bir S kiimesinde olan ve P 6nermesini
dogrulayan tiim x elemanlarindan olusur. Unutulmamalidir ki duruma
gore x herhangi bir nesne (tamsayi, siral ikili, kiime, fonksiyon vb.) olabilir.
Ayrica x degiskeninin 6zel bir anlami1 yoktur. Herhangi x, y, & vb. makul bir
sembol kullanilabilir. Asagida bunun bazi 6rnekleri verilmistir:

{n€z:n tektir}
{xEI\I:GIx}
{(@,b)eZxZ:b=a+5}
{Xex2):1X|1=1}

...,=5,-3,-1,1,3,5,...},
6,12, 18,24,30,...},
. )(_2’ 3)’(_1,4)7(095))(17 6)7 . '}7

o= 11 {0} 411 {2 {3}, {4,

Artik bir nesnenin {x: P(x)} kiimesine ait oldugunu nasil gosterecegimiz
anlagilmig olmalidir. {x : P(x)} kiimesi, P(x) 6nermesini dogrulayan tim
x degerlerinden olusur. Dolayisiyla a € {x : P(x)} oldugunu géstermek icin
P(a) onermesinin dogru oldugunu gostermek yeterlidir. Benzer sekilde
a € {x € S: P(x)} oldugunu gostermek icin a € S olmasinin yan: sira P(a)
onermesinin dogru oldugu gosterilmelidir. Bu fikirler agagida 6zetlenmigtir.
Bu metodlar: ezberlememeli fakat anlamalisiniz. Bunlar, diisiindiikce
ve pratik yaptikca daha dogal ve kullanilabilir bir hale gelecektir.

{
{
{
{

a € {x: P(x)} nas1l ispatlanir a € {x € S : P(x)} nasil ispatlanir

P(a)nin dogru oldugu gosterilir. Once a € S dogrulanir. Sonra
P(a)nin dogru oldugu gosterilir.

Ornek 8.1 A ={x:xeN ve 7|x} kiilmesinin elemanlarini inceleyelim. Eger
P(x) acik onermesi (x € N) A (7|x) ile temsil edilirse A = {x: P(x)} yazilabilir.
Buna gore P(21) dogru oldugu i¢in 21 € A olur. Benzer sekilde 7,14,28,35
vb. sayilarinin hepsi A kiimesinin elemanlaridir. Fakat 6rnegin P(8) yanlhg
oldugu icin 8 ¢ A olur. Aym sekilde P(—14) yanlis oldugu i¢in —14 ¢ A olur.

Ornek 8.2 A ={XeP(N):|X| =3} kilmesini ele alalim. Dikkat edilirse
{4,13,45} € 2(N) ve |{4,13,45}| = 3 oldugu i¢in {4,13,45} € A olur. Aym sekilde
{1,2,3} € A ve {10,854,3} € A oldugu goriilebilir. Fakat |{1,2,3,4}| # 3 oldugu
icin {1,2,3,4} ¢ A olur. Dahasi {-1,2,3} ¢ 22(N) oldugu icin {—1,2,3} ¢ A olur.
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Ornek 8.3 B= {(x,y) € Zx Z : x = y(mod5)} kiimesini ele alalim. Dikkat
edilecegi tizere (8,23) € Z x Z ve 8 = 23(mod5) oldugu icin (8,23) € B olur.
Benzer gekilde (100,75) € B, (102,77) € B fakat (6,10) ¢ B oldugu goriilebilir.

Simdi n € Z olmak tizere (4n + 3,9n —2) sirali ikilisini ele alalim. Bu ikili,
B kiimesine ait midir? Bu soruya cevap vermek icin 6nce (4n+3,9n—-2)e ZxZ
sonra da (4n+3)—(9n—2) = —-5n+5 = 5(1—n) oldugu goézlemlenebilir. Buradan
5/((4n+3)—(9n—2)) yani (4n+3) = (9n—2)(mod 5) bulunur. O héalde (4n+3,9n-2)
sirali ikilisi, B kiimesine ait olabilmek i¢in gerekli sartlar: tasimaktadir.
Bu nedenle her n € Z i¢in (4n + 3,9n — 2) € B olur.

Ornek 8.4 Kiimeleri tanimlarken kullanilan bagka bir yolu daha verelim.
C = {3x +2:x € Z} kiimesini ele alalm. Bu kiime, x tamsayilarina karsihk
gelen 3x% +2 formundaki sayilardan olusur. Ornegin, —22 = 3(-2)% +2 oldugu
icin —22 € C olur. Ayrica -1 C, 5¢C fakat 0¢ C, % ¢ C oldugu gosterilebilir.

8.2 “A c B” Onermesi Nasil ispatlanir

Bu derste (ve daha 6nemlisi onun 6tesinde) bir kiimenin, bagka bir kiimenin
altklimesi oldugunu géstermeniz gereken bir¢cok durum karginiza ¢ikacaktr.
Bu boliimde bunun nasil yapilacag: aciklanacaktir. Buradaki metodlar hem
kendi ispatlarinizi yazma hem de okudugunuz ispatlar:1 anlama becerinizi
gelistirecektir.

Tanim 1.3’den hatirlanacag iizere eger A ve B iki kiime ise A < B ifadesi,
A kiimesinin her elemaninin ayni zamanda B kiimesinin de bir eleman
olmas1 anlamina gelir. Bagka bir deyisle eger a € A ise a € B olur. Bu nedenle
A € B oldugunu ispatlamak i¢in

“Eger a € A ise a € B olur.”

kosullu 6nermesini kanitlamak gerekir. Bu is, dogrudan ispat yontemiyle su
sekilde yapilir: a € A kabul edilir ve a € B oldugu gosterilir. Ayr1 bir secenek
de dolayh ispat yontemidir. Bunun i¢in a ¢ B kabul edilir ve a ¢ A oldugu
gosterilir. Bu secenekler agsagida 6zetlenmistir.

“A c B” nasil ispatlanir “A c B” nasil ispatlanir
(Dogrudan ispat) (Dolayl ispat)
Ispat. Kabul edelim ki a € A olsun. Ispat. Kabul edelim ki a ¢ B olsun.
Buradan a € B bulunur. Sonug olarak Buradan a ¢ A bulunur. Sonu¢ olarak
a € A olmasi a € B olmasim gerektirir. a ¢ B olmasi a ¢ A olmasin1 gerektirir.
Buna gére A =B olur. [ | Buna gore A < B olur. [ |
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Pratik olarak en yalin ve en kolay ispatlar genelde dogrudan ispat ile
yapilir. Nadiren de dolayli ispat yaklagimi1 daha uygundur. (A € B 6nermesi
olmayana ergiyle bile ispatlanabilir. Bunun i¢in (a € A) A (a ¢ B) kabul edilir
ve bir celigkiye ulagilir.) Bu boliimiin geri kalan kismai, ara sira yorum iceren
orneklerden olusmaktadir. Aksi belirtilmedikcge tiim ispatlar dogrudan
ispat yontemi kullanilarak yapilacaktir. Yukarida 6zeti verilen bu ispat
yaklasiminin nasil kullanildigina 6zellikle dikkat edilmelidir.

Ornek 8.5 {xeZ:18|x}c{xeZ:6|x} oldugunu ispatlayiniz.

Ispat. Kabul edelim ki a € {x € Z:18|x} olsun.

Buna gore a € Z ve 18|a olur.

Bolinebilme tanim1 geregince a = 18¢ olacak gekilde bir ¢ tamsayis1 vardir.

Buradan a = 6(3c¢) yazilarak 6|a bulunur.

O halde a tamsayis: 6 ile boliniir ve boylece a € {x € Z: 6|x} elde edilir.
Sonug olarak a € {x € Z:18|x} olmasi a € {x € Z:6|x} olmasim gerektirir.

Buna gore {x€Z:18|x} = {x € Z:6|x} olur. [

Ornek 8.6 {xeZ:2|x}n{xeZ:9|x} c{xeZ:6|x} oldugunu ispatlayiniz.

Ispat. Kabul edelim ki ae{xeZ:2|x}n{xeZ:9|x} olsun.

Kesisim tanimindan e € {x€ Z:2|x} ve a € {x € Z:9|x} yazilabilir.

Oncelikle a € {x € Z:2|x} oldugu i¢in 2|a olur.

Bu nedenle a = 2¢ olacak sekilde bir ¢ € Z vardir yani a cifttir.

Ote yandan a € {x € Z:9|x} oldugu i¢in 9|a olur.

Bu nedenle a = 9d olacak sekilde bir d € Z vardar.

Burada a cift ve a =9d oldugu icin d ¢ifttir. (Aksi halde a = 9d tek olur.)

O halde d = 2e olacak sekilde bir e € Z vardir ve a =9d =9(2¢) =6(3e) yazilabilir.

Dikkat edilirse a = 6(3e) esitligi, 6|a ve boylece a € {x € Z : 6| x} anlamina gelir.
Sonug olarak a € {x€ Z:2|x} N{x € Z:9|x} olmasi a € {x € Z:6|x} olmasim

gerektirir. Buna gore {x€Z:2|x}n{xe€Z:9|x} = {xe€Z:6|x} olur. [

Ornek 8.7 {(x,y)€ZxZ:x=y(mod6)} < {(x,y) €ZxZ:x=y(mod3)} oldu-
gunu gosteriniz.

Ispat. Kabul edelim ki (a,b) € {(x,y) € Zx Z : x = y(mod 6)} olsun.

Buna gore (a,b)€ Z x Z ve a = b(mod 6) olur.

Buradan 6|a — b olacag i¢in (a — b) = 6¢ olacak sekilde bir ¢ € Z vardir.

Eger a — b = 3(2¢) olarak yazilirsa 3|(a — b) yani a = b(mod 3) elde edilir.
Sonug olarak (a,b) € {(x,y) € Zx Z : x = y(mod6)} olmas1 durumunda

(a,b)€{(x,y) €Z x Z :x = y(mod 3)} olmas1 gerektigi goriulir. Bundan dolay:

{(x,)€ZxZ:x=y(mod6)} < {(x,y) € Zx Z:x = y(mod 3)} olur. [ ]
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Altkiimeleri iceren bazi 6nermeler yeterince agik oldugu i¢in bunlari
ispatlamadan dogru kabul edebiliriz (ve kullanabiliriz). Ornegin A ve B
iki kiime ise A NnB < A oldugunu gostermek ¢ok kolaydir. (Eger x€e AnB
kabul edilirse kiimelerin kesigim tanimindan x € A ve x € B olur. Burada ozel
olarak x € A oldugu icin x € A n B olmasi x € A olmasini gerektirir. Boylece
ANBcA elde edilir.) Ac AuB ve A-B c A onermeleri de bu niteliktedir.
Bunlara ((A<B)A(B<C))=(AcC)ve (X cA)= (X < AuB) érneklerinde
oldugu gibi kosullu 6nermeler eklenebilir. Bu kitaptaki temel yaklagim,
dogrulugu acik olan 6nermeleri bizden istemedigi siirece ispatlamamaktir.
(Yine de kendinizi yukaridaki 6nermelerin dogru olduklarina ikna etmek
icin kafadan hizh ispatlar yapabilirsiniz. Eger A nB c A ifadesinin dogru
oldugunu goriip A = A nB ifadesinin her zaman dogru olmak zorunda olma-
digin1 géremiyorsaniz bu konuya daha fazla vakit ayirmalisiniz).

Bir sonraki ornekte 2(A)u2(B) < 2(AUB) oldugunu gosterecegiz. Ispata
bagslamadan 6nce, bunun gercekten de mantikli olup olmadigina dair bir
ornek verelim. Kabul edelim ki A = {1,2} ve B ={2,3} olsun. Buna gére

12,11}, {2},{1,2}; U {2, {2}, 3}, {2.3}}
{2,{1}.{2},{3},{1.2},{2,3};

olur. Ayrica 2(A uB) = 2({1,2,3}) = {#,{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,3},{1,2,3}}
ile verilir. Boylece 6zel olarak secilen A ve B igin 2(A)UZ(B) # Z?(AUB) olsa
bile 2(A)u 2(B) <€ #(A u B) ifadesi dogrudur. Simdi A ve B ne olursa olsun
P(A)UP(B) < (A UB) onermesinin her zaman dogru oldugunu gosterelim.

P(A)UP(B)

Ornek 8.8 Eger A ve B iki kiime ise 2(A)uU 2(B) < 2(A UB) oldugunu
ispatlayiniz.

Ispat. Kabul edelim ki X € 2(A) U 2(B) olsun.

Birlesim tanimina gore X € 2(A) veya X € 2(B) yazilabilir.

Kuvvet kiimesi tanimindan X € A veya X < B olur.

Simdi, bu iki durumu ayr1 ayr1 inceleyelim.

1. Durum X c A ise X S AUB olur. Bu da X € 2(A uB) anlamina gelir.

2. Durum X cBise X SAUB olur. Bu da X € 2(A uB) anlamina gelir.

(X € A ve X € B durumunu dikkate almak gerekmez. Clinkii 1. veya 2.

durum bunu kapsar). Yukaridaki iki durum, X < 22(A uB) oldugunu gosterir.
Sonug olarak, X € 22(A)u 2(B) olmas1 X € 22(A U B) olmasini gerektirir.

Boylece 2(A)u #(B) < (A U B) 6nermesinin ispat1 tamamlanmigtir. [ ]

Bir sonraki érnekte, kosullu bir 6nermeyi ispatayacagiz. Dogrudan ispat
yapacagimiz bu siirecte, A < B ifadesini standart yontemle gosterecegiz.
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Ornek 8.9 Eger A ile B iki kiime ve 2(A) < 2(B) ise A < B olur.

Ispat. Dogrudan ispat yapalim. Kabul edelim ki 22(A) € 2(B) olsun.

Bu varsayima dayali olarak A < B oldugunu gostermek gerekir.

A € B oldugunu gostermek icin a € A oldugunu kabul edelim.

Tek elemanh {a} kiimesi A’'nin bir altkiimesi oldugu i¢in {a} € 2(4A) olur.
Ustelik 2(A) € 2(B) oldugu i¢in {a} € 2(B) bulunur.

Bu ise {a} =B yani a € B anlamina gelir.

O halde a € A olmasi a € B olmasim gerektirir.

Sonug olarak A < B olur. [ |

8.3 “A =B” Onermesi Nasil Ispatlanir

Ispatlarda cogu zaman iki kiimenin esit oldugunu gostermek gerekir. Bunu
yapmak icin standart bir yol vardir. Ornegin A = B oldugunu gostermek
istedigimizi varsayalim. Eger A < B oldugunu gosterirsek A’'nin her eleman,
B’nin de bir eleman1 olur. Ancak B’de olup da A’da olmayan elemanlar
olabillecegi icin buradan A = B ¢ikarim1 yapilamaz. Buna ek olarak eger
B c A oldugunu gosterirsek B kiimesi, A’da olmayan bir elemani iceremez.
Boylece A = B olur. O halde A = B 6nermesini ispatlamanin standart yolu
A B ve B c A oldugunu gostermektir.

“A = B” nasil ispatlanir

fspat.
[A < B oldugu ispatlanir.]
[B < A oldugu ispatlanir.]

Sonugolarak A < Bve B < A olduguicin A=Bolur. ®

Ornek 8.10 {neZ:35|n}={nez:5/n}n{nez:7|n} oldugunu ispatlayiniz.

Ispat. Tk énce {ne Z:35|n} c{neZ:5|n}n{neZ:7|n} oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki a € {n € Z:35|n} olsun. Buna gére 35|a olur. Yani a = 35¢
olacak gekilde bir ¢ € Z vardir. Buradan a = 5(7¢) ve a = 7(5¢) yazilabilir.
Eger a =5(7¢) ise 5|a ve boylece a € {n € Z:5|n} olur. Eger a = 7(5¢) ise 7|a ve
boylece a € {n € Z:7|n} olur. Buna gore a elemani hem {n€Z:5|n} hem de
{n € Z:7|n} kiimesine aittir. O halde a€{n€Z:5|n}n{ne€z:7|n} bulunur.
Sonug olarak {n€Z:35|n} c{ne€z:5|n}n{ne€z:7|n} olmahdir.

Simdi {ne€Z:5/n}n{ne€Z:7|n} c{nez:35|n} oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki a € {n€Z:5|n}n{ne€Z:7|n} olsun. Kesisim tanimindan
ac€{neZ:5|n} veac{neZ:7|n} yazilabilir. Buradan 5|a ve 7|a bulunur.
Buna gore a =5¢ ve a = 7d olacak gekilde ¢,d € Z vardir. 5 ve 7 tamsayilar
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a’nmin asal carpanlaridir. O halde a’'nin asal ayrisimi 5 ve 7 tamsayilarini
icerir. Buna gore 5-7 = 35 tamsayis1 a’y1 béler ve boylece a € {n € Z:35|n}
bulunur. Sonug olarak {ne€Z:5|n}n{nezZ:7In} = {nez:35|n} olmahdir.
Bu noktaya kadar {n € Z: 35|n} c {n € Z: 5|n}r‘|{n € Z: 7|n} ve
{nez:5nftn{nez:7n} c{nez:35n} oldugunu gosterdik. Boylece
{nez:35|n}={nezZ:5|n}n{nez:7|n} oldugunu ispatladik. [

Cebir derslerinden bildiginiz tizere eger ac = bc ve ¢ #0 ise a = b olur.
Bir sonraki 6rnekte, bu 6nermenin bir benzerini A, B ve C kiimeleri i¢in
ispatlayalim. Bu 6rnek, bizden kogullu bir 6nermeyi ispatlamamazi isteye-
cektir. Bu isi dogrudan ispat yontemiyle yapalim. Bu siirecte, 6grendigimiz
yeni yontemleri kullanmamiz gerekecektir.

Ornek 8.11 Kabul edelim ki A, B ve C ii¢ kiime ve C # @ olsun. Eger
A xC =B xC ise A =B oldugunu ispatlayiniz.

Ispat. A xC =B xC olsun. Buna gére A = B oldugunu gostermeliyiz.

Ilk 6nce A < B oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki a € A olsun. C # @
oldugu i¢in en az bir ¢ € C vardir. Kartezyen ¢carpim tanimindan (a,c) € A xC
yazilabilir. Fakat A x C =B x C oldugu i¢in (a,c) € Bx C ve buradan da a € B
bulunur. O halde a € A olmasi a € B olmasini gerekir. Buna gore A < B olur.

Simdi B € A oldugunu gosterelim. Bunun icin yukarida kullandigimiz
argimandaki A ve B kiimelerinin rollerini degistirelim. Kabul edelim ki
a € B olsun. C # @ oldugu ic¢in en az bir ¢ € C vardir. Buna gore (a,c) e BxC
yazilabilir. Fakat B x C = A x C oldugu i¢in (a,c)€ A x C ve buradan daa € A
bulunur. O hélde a € B olmasi a € A olmasin1 gerekir. Buna gére B < A olur.

Yukaridaki iki paragraf, A € B ve B € A oldugunu gosterir. Buradan
A =B bulunur. Ozetleyecek olursak eger A xC =B x C ise A = B oldugunu
gosterdik. Boylece ispat tamamlamagtir. [ |

Kiimeler iizerinde tanimli iglemlerinin, sayilar iizerindeki iglemlere
olan benzerliklerine bir bagka acidan bakalim. Cebirden, a-(b+c)=a-b+a-c
ile verilen dagilma ozelligine asina olmalisiniz. Simdi a, b, ¢ sayillarim1 A,B,C
kiimeleriyle; - iglemini x ile; + iglemini de n ile degistirelim. Buna gore
Ax(BnC)=(AxB)n(A xC) olur. Simdi bunun dogru oldugunu gosterelim.

Ornek 8.12 A x(BnC)=(A xB)n(A x C) oldugunu ispatlayiniz.
Ispat. 11k 6nce A x (BNC)< (A x B)n(A x C) oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki (a,b) € A x (BN C) olsun.

Kartezyen carpim tanimindan a € A ve b€ BnC olur.
Kesigim tanindan b € B ve b € C olur.
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Simdi a € A ve b € B oldugu i¢in (x tanimindan) (a,b) € A x B bulunur.
Ayni sekilde a € A ve b € C oldugu icin (x tanimindan) (a,b) € A x C bulunur.
Boylece (a,b) € A x B ve (a,b) € A x C oldugu i¢in (a,b) € (A x B)n (A x C) olur.
O halde (a,b) e A x (BN C) olmasi (a,b) € (A x B)n(A x C) olmasinm gerektirir.
Boylelikle A x (BN C) < (A x B)n(A x C) elde edilir.

Simdi (A x B)n(A x C)< A x (BN C) oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki (a,b) € (A x B)n (A x C) olsun.
Kesisim tanimina gore (a,b) € A x B ve (a,b) € A x C olur.
Kartezyen ¢arpim tanimina gore (a,b)€ A x B ise a € A ve b € B olur.
Kartezyen carpim tanimina gore (a,b)e A xC ise a€ A ve b € C olur.
Yukarida b € B ve b € C oldugu i¢in kesisim tanindan b € BN C bulunur.
Buna gore a € A ve b € BnC oldugu icin (a,b) € A x (BN C) elde edilir.
Ozetle (a,b) € (A x B)n(A x C) olmasi (a,b) € A x (BN C) olmasini gerektirir.
Boylelikle (A x B)n(A x C) < A x (BN C) elde edilir.

Yukarida Ax(BNC)S(AxB)N(AxC)ve (AxB)N(AxC)cAx(BnC(C)
oldugu gosterilmistir. Boylece A x (BN C)=(A x B)n(A x C) olur. [ ]

Bazen iki kiimenin egit oldugunu gostermek icin birine ¢esitli islemler
uygulanarak digerine doniigtiriiliir. Bu yontem, iki cebirsel ifadenin egit
oldugunu gostermek i¢in birinin belirli iglemlere tabi tutularak digerinin
elde edilmesine benzer. Alternatif bir ¢6ziim sunmak icin 6nceki 6rnegi bu
yontemle ¢ozelim. Burada uyarmak gerekirse bu yaklagim her zaman uygu-
lanamayabilir ancak uygulanabildigi zaman ispat1 6nemli 6l¢iide kisaltir.

Ornege baglamadan 6nce 6nemli bir noktaya deginelim. Herhangi bir P
onermesi, mantiksal olarak P A P 6nermesine denktir. (Bundan siiphe du-
yarsaniz, dogruluk tablolarina bakabilirsiniz). Asagidaki 6rnegin bir nokta-
sinda x € A ifadesi, ona denk olan (x € A) A (x € A) ifadesiyle degistirilecektir.

Ornek 8.13 Herhangi A, B ve C kiimeleri icin A x(BNC)=(A xB)N(A xC)
onermesini ispatlayimniz.

Ispat. Asagidaki esitlikleri inceleyiniz:

Ax(BnC) = {(x,y):(x€A)A(yeBnC)} (x tanimi)
= {(x,y):(xEA)/\(yEB)/\(y€C)} (N tanimai)
= {(x,y):(xeA)/\(xeA)/\(yeB)A(yEC)} (P=PAP)
= {(x,):(xe DNy eB))A(xe A A(yeO))} (diizenleme)
= {@x,y):xe ANy eB}n{x,y):(xcAA(yeC)} (N tanimi)
= (AxB)n(AxC) (x tanimi)

Boylece ispat tamamlanmaisg olur. [ |
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A x(BnC)=(A xB)n(A x C) egitligili, matematikle ugrastiginiz siirece
siklikla kullanacaginiz temel bir kanundur. Buna benzer bazi esitlikler
agagida listelenmistir. Alistirmalar kisminda kanitlamaniz istenilen bu
esitliklerin herbiri, bu boliimiinde verilen yontemler ile ispatlanabilir.

AnNB=AUB
AUB=AnNB
ANnBUC)=(AnB)UANC)
AUuBnNC)=(AuB)N(AuC)
Ax(BuUC)=(AxB)Uu(AxC)
Ax(BnNC)=(AxB)n(AxC)

} Kiimeler i¢in DeMorgan kurallar:

Kiimeler i¢in dagilma kurallar:

Pratik yapmak icin bu esitlikleri ispatlayabilirsiniz. Ogrenme stilinize
baglh olarak bunlari akilda tutmaniz gerekmez ancak tamamen unutmaniz
da tavsiye edilmez. Bu denklemler, matematik egitiminizin ilerideki agama-
larinda yararh olabilir. Thtiya¢ duydugunuzda bunlara doniip bakabilir ya
da kendi basiniza turetebilirsiniz. Eger yogunlasarak matematik ¢alismaya
devam ederseniz farkinda bile olmadan bunlar: 6ziimsediginizi goriirsiiniiz.

8.4 Ornek: Mitkemmel Sayilar

Bazen iki kiimenin esit oldugunu veya birinin digerinin altkiimesi oldugunu
gostermek icin iyi bir calisma ve yaraticilik gerekir. Simdi bunu miikemmel
sayilar ad1 verilen sayilar teorisi 6rnekleriyle gorelim. 2000 yildan fazla bir
gecmige sahip olan bu konunun bugiin bile cevaplanmamig kisimlar: vardir.
Bu problem, bir dogal sayinin pozitif bélenlerinin toplama ile ilgilenir.
Konuya, 12'nin bolenlerini ele alarak baslayalim. 12’nin kendisinden kii¢iik
olan pozitif bolenlerinin toplami 1+2+3 +4+6 = 16 olur ki bu toplam 12’den
biytktir. Aym is 15 icin yapilarak 1+3+5 =9 bulunur. Bu toplam ise 15’ten
kiciktiir. Cogu zaman bir p dogal sayisinin kendisinden kiigiik olan pozitif
bélenlerinin toplami p’den ya daha azdir ya da daha fazladir. Ancak bazen
bélenlerin toplama p olur. Bu durumda p’ye miikemmel say: denir.

Tanim 8.1 Kendisinden kiiciik pozitif tam bolenlerinin toplami yine
kendisine esit olan bir p dogal sayisina miikkemmel say1 denir. Ornegin:

* 6=1+2+3 oldugu i¢in 6 miikemmeldir.

® 28=1+2+4+7+14 oldugu i¢in 28 miikemmeldir.

® 496=1+2+4+8+16+31+62+124+248 oldugu icin 496 mitkemmeldir.
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Deneme-yanilma yoluyla bulmak cok vakit alsa da 496’dan sonraki mii-
kemmel say1 8128'dir. Bunu su sekilde dogrulayabiliriz. Bu sayinin bolenleri
1, 2,4,8,16,32,64, 127,254,508, 1016, 2032 ve 4064’tiir. Gercekten de

8128 =1+2+4+8+16+32+64+ 127 +254+ 508+ 1016 + 2032 +4064.

Bunlarin disinda mitkemmel say1 var midir, varsa bunlar nasil bulunur,
bunlar herhangi bir ériintiiye sahip midir? Bu sorular, eski Yunan mate-
matikcilerini cezbetmistir. Simdi, Oklid tarafindan kayda gecirilen ve bu
sorular:1 kismen cevaplayan bir fikirden bahsedelim. Oklid, kiimeler teorisi
icat edilmeden iki bin y1ldan daha fazla bir siire 6nce yasadigi icin kiimeleri
kullanmamaigtir. Yine de biz onun fikirlerini kiimeler dilinde ifade edelim.

Amacimiz hangi sayilarin miikkemmel oldugunu anlamaktir. Bunun icin

P ={p eN: p mitkemmel say1}

kiimesini tanimlayalim. Buna gore P = {6,28,496,8128,...} olur. Fakat P kii-
mesinin burada listelenen sayilar digindaki elmanlari belirsizdir. P kiimesi-
nin icerdigi elemanlar hakkinda daha fazla bilgi edinmek icin agagidaki A
kiimesini inceleyecegiz. Bu kiime P kiimesinden daha karmasik goriinebilir.
Ancak birazdan gorecegimiz iizere P’yi anlamaya yardimeci olacaktir.

A={2""12"-1):neN ve 2" -1 asal say1}

Bu kiimeyi sozel olarak ifade edelim: 2" — 1 asal olmak tizere A kiimesi,
2n-1(2" — 1) formundaki dogal sayilardan olusur. A kiimesine ait olan sayilar
hakkinda bir fikir edinmek i¢in asagidaki tabloya bakalim. Bu tablo, n
dogal sayilarina karsilik gelen 277! ve 2" — 1 sayilarim listeler. Eger 2" -1
asalsa 2"1(2" — 1) carpimu tabloda verilmistir. Aksi halde bu kisim = ile

igsaretlenmigtir.
n | o2r1l | an—1 | 2nl(2n 1)
1 1 1 *
2 2 3 6
3 4 7 28
4 8 15 *
5 16 31 496
6 32 63 *
7 64 127 8128
8 128 255 *
9 256 511 *
10 512 1023 *
11 | 1024 2047 *
12 | 2048 4095 *
13 | 4096 8191 33.550.336
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A kiimesinin ilk dort elemani olan 6, 28, 496 ve 8128 sayilar1 miikem-
meldir. Bu noktada hemen A = P sonucuna varmak isteyebilirsiniz. Ancak
2000 yi1ldan fazla bir siiredir hi¢ kimsenin A = P olup olmadigini belirleye-
memesi sok edici bir gercektir. Simdilik sadece A < P oldugu bilinmektedir.
Birazdan bunu gosterecegiz. Bir baska deyisle A kiimesindeki her elemanin
miikemmel oldugunu gosterecegiz. (Yapacagimiz ispat, P kiimesinde olup A
kiimesinde olmayan mitkemmel sayilarin var olma olasiligini agik birakir.)

Ispatin ana unsuru, ortak orani r olan geometrik bir serinin toplam
formiiline dayanir. Muhtemelen en son Analiz IT’de gordiiniiz bu formiil

n n+l _
5 AT 1
k:() r— ]_
ile verilir. Ozel olarak r = 2 icin
n
Z =2t (8.1)

elde edilir. (Bu formiiliin ispat1 icin Boliim 7.4’deki 19. alistirmanin ¢6zii-
miine bakabilirsiniz.) Artik ispat1 yapmaya haziriz. Onemine dikkat cekmek
icin bunu bir 6nermeden ziyade teorem olarak adlandiralim.

Teorem 8.1 Kabul edelimki A ={2""1(2"-1):n €N ve 2" -1 asal say1} ve
P ={p eN:p mikemmel say1} olsun. Bu durumda A < P olur.

Ispat. A ve P belirtildigi gibi olsun. A € P oldugunu gostermek icin p € A
iken p € P oldugu gosterilmelidir. Kabul edelim ki p € A olsun. A kiimesinin
tanimdan, n bir dogal say1 ve 2" — 1 bir asal say1 olmak tizere

p=2""12"-1) (8.2)

yazilabilir. Amacimiz, p € P yani p’nin miikemmel oldugunu gostermektir.
Buna gore p’nin kendisinden kii¢iik olan pozitif bolenlerinin toplaminin p
oldugunu gostermemiz gerekir. Dikkat edilirse 2" — 1 asaldir. Bu yiizden
0<% <n—1olmak iizere 2" 1(2" — 1) sayisinin her boleni 2% veya 2#(2" — 1)
formundadir. Buna gore p’nin pozitif bolenleri agsagida listelenmistir:

20 21 22 .o2n? 2n~1
200r-1), 2l@r-1), 22@"-1), ... 2"2%@2"-1), 2" 1(2"-1).

b

Dikkat edilecegi iizere bu liste 2° = 1 ile baslar ve 2"~1(2" — 1) = p ile biter.
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Yukaridaki listenin sonuncu (yani p) hari¢ diger elemanlar: toplanarak

n-1 n-2 n-1 n-2
Y ooky Y ooker-1) = Y oki@r-1) 2
k=0 k=0 k=0 k=0
= @"-D+@"-1)2"1-1) (Esitlik 8.1)
[1+@" 1 -D]@"-1)
2n " —1) (Esitlik 8.2)
= D

bulunur. O halde p tamsayisinin kendisinden farkl pozitif bélenlerinin top-
lam1 yine kendisine egitir. Miikemmel say1 tanimina gore p miikemmeldir.
Buna gore P kiimesinin tanimindan p € P elde edilir.

Sonug olarak p € A oldugunda p € P olmalidir. Béylece A < P bulunur. H

Onceki sayfadaki tablo ile birlestirildiginde bu teorem yeni bir miikem-
mel say1 verir! A kiimesindeki p = 213-1(213 — 1) = 33.550.336 miikemmeldir.

Dikkat edilirse A kiimesindeki her eleman, 2'nin bir kuvvetinin katidar.
Bu nedenle A ¢ift sayilardan olugur. Ancak bu ille de her mitkemmel sayinin
cift olacag1 anlamina gelmez ¢iinkii sadece A < P oldugu gosterilmistir. Bu,
A =P anlamina gelmez. Tek bildigimiz sey, A kiimesinde olmayan ancak
P — A kiimesinde olan mitkemmel tek sayilarin var olma ihtimalidir.

Tek olan mitkemmel say1 var midir? Bu sorunun cevabi bilinmemektedir.

2000 yildan fazla bir siiredir kimse ne tek olan bir mitkemmel say1
bulabilmis ne de bunlarin olmadigimi gosterebilmistir. Fakat A kiimesinin
biitiin ¢ift miikemmel sayilar icerdigi bilinmektedir. Bu sonug ilk defa Euler
tarafindan ispatlanmigtir. Simdi, ¢ift olan miikemmel sayilarin kiimesini
E ile gosterelim ve Euler’in takip ettigi yolu kullanarak A = E oldugunu
ispatlayalim. Bu ornek, iki kiimenin esit oldugunun nasil ispatlanacagim
gostermesi acisindan iyi bir 6rnektir.

Isleri kolaylastirmak icin miikemmel sayilarin biraz farkla bir tanimini
kullanalim ve bitiin pozitif bolenlerinin toplami 2p olan bir p dogal sayisina
miikemmel say1 diyelim. Ornegin 6 mitkemmeldir ¢iinkii 1+2+3+6=2-6
olur. Bu tanim, 6nceki tanimdan daha sadedir ciinkii pozitif bolenlerin p’den
kiiciik olma sart1 yoktur. Bunun yerine, bolenlerin arasina p eklenmektedir.
Bu is, toplam1 p kadar arttirir yani iki katina ¢ikarir.

Teorem 8.2 Kabul edelim ki A ={2""1(2"-1):neN ve 2" -1 asal say1} ve
E ={p eN: p mitkemmel ve ¢ift say1} olsun. Bu durumda A = E olur.

Ispat. A =E oldugunu ispatlamak icin A € E ve E c A gosterilmelidir.

Richard Hammack Ispat Yontemleri
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Ik 6nce A c E oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki p € A olsun. A
kiimesinin her eleman1 2'nin bir kuvvetinin kat1 oldugu icin p ¢ifttir. Buna
ek olarak p miikemmeldir ¢iinkii Teorem 8.1 geregince A'nin her elemani
P’nin de bir elemanidir. O halde p hem mitkemmeldir hem de ¢ifttir. Buna
gore p € E olur. Buradan A c E elde edilir.

Simdi E < A oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki p € E olsun. Buna gore
p hem cifttir hem de miikemmeldir. Simdi p tamsayisim p = 2¢3%15%27%s...
seklinde asal carpanlarina ayiralim. Buradaki ny,n9,ns,... kuvvetlerinden
bazilar1 0 olabilir. Ancak p cift oldugu icin % sifirdan buytliktiir. O halde
p =2%q olacak sekilde % pozitif tamsayis1 ve g tek tamsayis1 vardir. Buradaki
amacimiz, p € A yani p = 2" 1(2" - 1) formunda yazilabilecegini gostermektir.
Bu nedenle p = 2*q ifadesini bu forma benzetmek icin n = % + 1 secerek

p=2""1q (8.3)

yazabiliriz. Simdi, ¢ tamsayisinin pozitif bolenleri d1,ds,ds,...,d,, olsun.
(Burda, d; =1 ve d,, = q olur.) Buna gore p tamsayisinin bélenlerini yazalim:

204, 20d, 20d5 204,
214, 21d, 21ds 2l4,,
22d, 22d, 22d5 22d,,
23d4 23ds 23d5 23d,,
2n-1q, 2n-1d, 2n1d, on-lq,.

Bu bolenlerin toplami 2p olmalidir ¢iinkii p miikemmeldir. Esitlik 8.3’den
2p =2(2" g = 2"q elde edilir. Yukaridaki bolenler siitiin siitiin toplanarak

n-1 n-1 n-1 n-1
Y 2kdi+ Y 2kde+ Y 2kda3 4o+ Y 2%d, =27
k=0 k=0 k=0 k=0

yazilabilir. Bu toplamdaki terimlere Egitlik 8.1 uygulanarak

@"-1Dd1+@2"-1do+ (2" -1)dg+---+2"-1)d,, = 2"¢q

(2”—1)(d1+d2+d3+...+dm) - 2nq
2"q
di+do+ds+-+d, = o
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bulunur. Buna gore asagidaki esitlik elde edilir:

@'-1+1)g (@"-Dg+q ¢
= =q+

di+dg+ds+--+dy, = on 1 on 1 on_1°

Son terime gore 5 bir tamsay1 olmalidir. Buna gore g ve 35 tamsayilar
g’nun pozitif bélenleridir. Bu ikisinin toplami, ¢’nun tiim pozitif bolenlerinin
toplamina egittir. O halde ¢’nun sadece iki pozitif béleni vardir: g ve 5.
Bir sayiin pozitif bolenlerinden biri 1 olmalidir. Buradan 52 = 1 ve bdylece
g = 2" — 1 bulunur. Ustelik, sadece iki tane pozitif b6leni olan bir tamsay1
asaldir. Bu nedenle ¢ = 2" — 1 asaldir. Esitlik 8.3'de ¢ = 2" —1 yazilarak
p =2""1(2" — 1) bulunur. A kiimesinin tanimi geregince p € A oldugu aciktir.
O halde p € E olmasi p € A olmasini gerektirir. Boylece E < A elde edilir.
Sonug olarak A € E ve E < A oldugu icin A = E bulunur. [ |

Boyle bir ispat1 kendi baginiza diisiinemediyseniz hemen panige kapil-
mayin. Bu yaklagimi kesfetmek Euler gibi birinin dehaligini1 gerektirir.
Bu tiniteyi, miitkemmel sayilarla ilgili bir takim gozlemlerle bitirelim.

Altinc: miitkemmel say1: p = 21771217 — 1) = 8589869056.
Yedinci mitkemmel say1: p = 21971(219 — 1) = 137438691328.
Sekizinci mitkemmel say1: p = 23171(231 — 1) = 2305843008139952128.

* Yirminci miikemmel say1: p = 24423-1(24423 _ 1), (2663 basamakl1)

* Yirmi iiciincii miikemmel say1: p = 211213-1(211213 _ 1) (6957 basamakl1)

Ellinci miitkemmel say1: p = 277232917-1(977.232.917 _ 1)

Daha once belirtildigi tizere tek ve miikemmel bir sayinin olup olmadi-
g1 kimse bilmemektedir. Ustelik mitkemmel sayilarin sonlu ya da sonsuz
sayida olup olmadigi bile bilinmemektedir. Ancak cift olan miikemmel say1-
larin son rakamlarinin 6 veya 8 oldugu bilinmektedir. Muhtemelen bunu
kanitlamak hogunuza gidebilir.

Miikemmel sayilarla yakindan bir iligkisi olan 2" — 1 formundaki asal
sayilarla Mersenne asallar: denir. Bu sayilara verilen isim, onlar1 po-
piiler yapan Fransiz bilim adami Marin Mersenne’den (1588-1648) gelir.
Ik birkac Mersenne asal1 22-1=3,23-1=7, 25-1=31,27-1=127 ve
213 _1=28191 ile verilir. Giiniimiize sadece 51 tane Mersenne asalinin var
oldugu bilinmektedir ve bunlarin en biiyiigii 282589933 _ 1 sayisidir. Mer-
senne asallarindan 52’ncisini bulana biiyiik bir para 6diilii vaat edilmistir.
(Bkz: https://www.mersenne.org/.) Muhtemelen aligstirmalar konusundaki
sansini daha iyidir.
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Unite 8 Alistirmalar:

Bu iinitede verilen yontemleri kullanarak asagidaki onermeleri ispatlayiniz.

© PSR WD

DN N N e e e e e e e e e
W N = O © ® a3 A WN =@

24.

25.
26.
217.
28.
29.
30.
31.

{12n:ne€Z}c{2n:n ez} n{8n:n €z} oldugunu ispatlayiniz.
{6n:nez}={2n:nez}n{3n:n ez} oldugunu ispatlayimz.

EgerkeZise {neZ:n|k}c{neZ:n|k?} olur.

Eger m,neZ ise {xeZ:mnlx}g{xEZ:mlx}ﬂ{xEZ:nlx} olur.

Eger p,q pozitif tamsayilar ise {pn:neN}n{gn:neN} # @ olur.

Kabul edelim ki A,B ve C ii¢ kiime olsun. Eger A <B ise A-C <B-C olur.
Kabul edelim ki A,B ve C ii¢ kiime olsun. Eger B< C ise A x B< A x C olur.
Eger A,B ve C ug¢ kiime ise AUBNC)=(AuB)n(AuUC) olur.

Eger A,B ve C tui¢ kiime ise AN(BUC)=(AnB)U(ANC) olur.

Eger A ve B kiimelerinin evrensel kiimesi E ise AnB = A UB olur.

. Eger A ve B kiimelerinin evrensel kiimesi E ise AUB = AN B olur.

. Eger A,B ve C ii¢ kiime ise A—(BNC)=(A-B)U(A -C) olur.

. Eger A,B ve C ¢ kiime ise A—(BUC)=(A-B)n(A-C) olur.

. Eger A B ve C ii¢ kiime ise (AuUB)-C =(A-C)u(B-C) olur.

. Eger A,B ve C ii¢ kiime ise (AnB)-C=(A-C)n(B-C) olur.

. Eger A,B ve C ii¢ kiime ise A x (BUC)=(A x B)U(A x C) olur.

. Eger A,B ve C ti¢ kiime ise A x(BNC)=(A x B)n(A x C) olur.

. Eger A,B ve C ii¢ kiime ise A x(B—-C)=(A xB)— (A x C) olur.

. {9":nez} c{8":nez} ancak {9" :n € 7} # {3" : n € Z} oldugunu ispatlayinmz.

. {9":neQ} ={3":n € Q} oldugunu ispatlayiniz.

. A ve B iki kiime olsun. A € B ancak ve ancak A — B = ¢ oldugunu ispatlayiniz.
. A ve B iki kiime olsun. A € B ancak ve ancak A nB = A oldugunu ispatlayimz.
. Eger A, = {(x,a(x®>-1)) e R? :x e R} ise [) A, = {(~1,0),(1,0)} oldugunu ispatlayiniz.

acR
8- x2,5+x2] =[3,5] oldugunu ispatlayiniz.
x€R
A,B,C,D kiimeleri verilsin. (A xB)U(C xD) € (AuC)x(BuD) oldugunu ispatlayiniz.

{4k +5:k € Z} = {4k + 1: k € Z} oldugunu ispatlayiniz.

{12a +4b:a,b € Z} = {4c: c € Z} oldugunu ispatlayimz.

{12a +25b :a,b € Z} = Z oldugunu ispatlayinz.

A # @ olsun. A x B< A x C ancak ve ancak B c C oldugunu ispatlayinz.
(ZxN)N(N x Z) =N x N oldugunu ispatlayiniz.

B # @ ve AxBcBxC olsun. Buna gore A < C oldugunu ispatlayiniz.
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Aksini Ispat

Unite 4’ten bu noktaya kadar su ana tema tizerinde durduk: Verilen bir
onermenin dogru oldugunu ispatlayiniz. Her 6rnekte ve alistirmada,
dogru bir 6nerme verildi ve biz onu ispatlamaya calistik. Eger ispatlamamiz
icin yanlis bir 6nerme verilmis olsaydi, ne olacagini hi¢ merak ettiniz mi?
Bunun cevabi, hi¢bir (dogru) ispatin miimkiin olamayacagidir. Eger olsaydi
bu 6nerme zaten yanhs degil dogru olurdu.

Ancak birilerini, verilen bir 6nemenin yanhs olduguna dair nasil ikna
edebiliriz? Bir 6nermeyi ispatlayamamak, onun otomatik olarak yanlhs
oldugu anlamina gelmez. Ispat1 yapmak sizin (ve belki herkes) icin zor
olabilir. Aslinda bir 6nermenin yanlis oldugunu ispatlamaya yarayan ¢ok
basit ve oldukca ikna edici bir yontem vardir. Bu yontem, aksini ispat veya
curiitme olarak adlandirilir. Bu iinitede, verilen bir 6nermenin aksini
ispatlamakla ilgilenecegiz.

Bu yontemi agiklamadan 6nce onunla ilgili bilgileri verelim. Asagida
aciklandig: gibi matematiksel 6nermeler ti¢ kategoride toplanabilir.

Bir tarafta, dogru oldugu ispatlanan onermelerden olusan kategori
bulunur. Cogu zaman bu 6nermeler yeterince kayda degerdir ve bunlara
“teorem,” “6nerme,” “lemma” ve “sonug¢” isimleri verilir. Bu kategoride yer
alan 6nermelerin bazilari, bir sonraki sayfada verilen diyagramin sol tara-
findaki kutuda listelenmigtir. Ayrica bu kategoride (2 = 2 gibi) ilgi cekmeyen
onermeler de bulunur. Herkes bunlarin dogru oldugunu bilir ancak onlara
“teorem” veya “onerme” gibi isimler vermeye tenezziil etmez.

Obiir tarafta, yanlis oldugu bilinen 6nermelerden olusan kategori vardir.
Bu kategorinin 6rnekleri sag tarafdaki kutuda listelenmistir. Matematikgi-
ler, yanlis 6nermelerle pek ilgilenmez. Bu nedenle onlara “yanlig 6nerme”
disinda 6zel bir isim verilmemistir.

Fakat bu iki u¢ arasinda kalan (ve oldukga ilging) tigiinci bir kategori
vardir. Bu kategori, dogru ya da yanlis oldugu heniiz tespit edilememis
onermelerden olusur. Ornegin “Her miikemmel sayi cifttir.” veya “2’den
biiyiik olan her ¢ift tamsayi, iki tane asal sayinin toplamidir.” onermeleri bu
kategoriye aittir. (Ikinci 6nerme Goldbach sanist olarak adlandirilir. Bkz:
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Bolum 2.1) Matematikgiler, bu kategoride olan ve dogru oldugunu tahmin
ettikleri (ama heniiz ispatlayamadiklari) ifadeler i¢in 6zel bir isim kullanir.
Bu tiirdeki bir ifadeye sani denir.

Uc¢ OneErME TORG

Dogru Oldugu Bilinenler Dogru Oldugu Bilinmeyenler | Yanlhis Oldugu Bilinenler

(Teoremler & Onermeler) (Sanilar)

Ornekler: Ornekler: Ornekler:

« Pisagor teoremi « Her mitkkemmel say: cifttir. « Biitiin asal sayilar tektir.

e Fermat'in son teoremi « 2’den biiyiik her ¢ift tamsay1 « Tkinci dereceden bazi denk-
(Bolim 2.1) iki asal sayinin toplamidir. lemlerin ti¢ ¢6ziimii vardar.

« Tek sayilarin kareleri tektir. (Goldbach sanisi, Bélim 2.1) e0=1.
(o)

. Z % serisi iraksaktir. o Eger n eNise 2" — 1 formunda e a3+ b3 = ¢3 denklemini

k=1

sonsuz sayida asal say1 vardir. saglayan a,b,c € Z vardir.

Matematikgiler, zamanlarinin ve enerjilerinin cogunu sanilar: ispatla-
mak ya da c¢iiritmek icin harcar. (Ayrica sezgiye veya toplanan bulgulara
dayali olarak yeni sanilar olusturmak i¢in de 6nemli bir miktarda zihinsel
caba sarf eder.) Yeteri miktarda ilgi cekici bir san1 ispatlandiginda (veya
curitildiigiinde), ispat ya da aksinin ispat1 genellikle bilimsel bir dergide
yayinlanir. Eger ispatlanirsa bu sani bir teorem veya bir 6nerme statiisiinii
kazanir. Eger clrutiilirse 6nemini kaybeder ¢iinkii matematikciler yanlhg
ifadelerle ilgilenmez. (Eger 6zel olarak bir 6nem atfedilmigse ciiriitiilen baz1
sanilar, 6gretici veya merak uyandirici 6rnekler olarak goriilebilir.)

Matematikgileri ilgilendiren sanilarin ¢ogunu ispatlamak ya da ciiriit-
mek oldukca zordur. Biz heniiz o seviyede degiliz. Bu kitapta karsilasa-
caginiz “sanilar” deneyimli bir matematik¢inin baktiginda, onlarin dogru
mu yoksa yanlig m1 oldugunu hemen gorebilecegi seviyededir. Fakat onlar:
ispatlamak ya da ciiriitmek icin sizin biraz ugrasmaniz gerekebilir. Ama
ileri diizeydeki matematik sanilarini saran gizem bulutuyla uyumlu olarak,
bu boliimdeki (ve sonrasindaki) alistirmalarin dogrulugu ya da yanliglig: ko-
nusuna herhangi bir ipucu vermeden onlar1 ispatlamaniz veya ¢iiriitmeniz
istenecektir. Onlarin dogru olup olmadigina karar vermek ve onlar1 ispat-
lamak veya clirtitmek sizin iginizdir. Bu tinitedeki 6rnekler, bir 6nermenin
dogru ya da yanlis olduguna karar vererek onu ispatlama veya ciiriitme
stirecinde bir kisinin basindan gecenleri gosterir.
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Bir 6nermeyi kanitlamak i¢in ti¢ tane yontem biliyoruz: dogrudan ispat,
dolayl1 ispat ve olmayana ergi. Artik bir onermeyi ciiriitme yani aksini
ispatlama yontemine haziriz. Simdi bir P 6nermesinin aksini ispatlamak
istedigimizi varsayalim. Bir bagka deyisle P 6nermesinin yanlis oldugunu
kanitlamak istiyoruz. Bunun i¢in ~ P 6nermesinin dogru oldugunu goster-
mek yeterlidir. Ciinkii ~ P dogru ise P yanhstir.

Ozet: P 6nermesi nasil ciritiiliir: ~ P 6nermesi ispatlanir.

Bu yaklasim son derece basittir. P 6nemesini ¢iiriitmek icin ~P ispatla-
nir. Teorik olarak bu ig dogrudan ispat, dolayl1 ispat veya olmayana ergi
yontemlerinden biriyle yapilabilir. Ancak pratikte, kosullu veya evrensel
olarak nicelenmis bir 6nermeyi ispatlarken isler biraz daha kolay olabilir.
Bir sonraki konumuz bununla ilgilidir.

9.1 Evrensel Onermelerin Ciiriitiilmesi: Aksine Ornek

Bir sani, teorem olmasi iimit edilen bir 6nerme olarak distintlebilir. Bi-
lindigi lizere bircok teorem (ve dolayisiyla da birgok sani) evrensel olarak
nicelenmis 6nermedir. Bu nedenle konuya evrensel nicelenmis

VxeS,P(x)

onermesinin nasil ¢uritiilecegini arastirarak baslayalim. Bu 6nermeyi
cliritmek i¢in onun olumsuzunu yani

~(VxeS,P(x)) = FJxeS,~P(x)

varlik 6nermesini ispatlamak gerekir. Bunun i¢in de ~ P(x) dnermesini
dogrulayan yani P(x) onermesini yanlig yapan bir x € S 6rnegi tiretilmelidir.
Buna gore evrensel olarak nicelenmig bir 6nermeyi ¢ilirtitmek i¢in yapilmasi
gerekenler asagida ozetlenmistir.

Ozet: Vx € S, P(x) 6nermesi nasil ciiritiilir

P(x) yanls olacak sekilde bir x € S 6rnegi tretilir.

Eger aksi ispatlanmak istenen onerme P(x) = @(x) kosullu 6nermesi ise
igler daha da kolaydir. Burada, P(x) 6nermesini dogrulayan her x icin @(x)

Richard Hammack Ispat Yontemleri



Evrensel Onermelerin Ciiriitiilmesi: Aksine Ornek 175

onermesinin de dogru olacag: iddia edilmektedir. O halde P(x) dogru fakat
Q(x) yanlis olacak gekilde bir x var ise bu kosullu 6nerme yanhstir. Buna
gore P(x) = Q(x) dnermesini ciiritmek i¢cin agagidaki 6zet verilebilir.

Ozet: P(x) = Q(x) 6nermesi nasil ciiriitiiliir
P(x) dogru fakat @(x) yanhs olacak sekilde bir
x ornegi uretilir.

Yukaridaki 6zetlerin her ikisine gore de verilen bir 6nermeyi ¢iiriitmek
icin onun her zaman dogru olamayacagini gosteren bir 6rnek bulunur.
(Onermeyi ciiriiten 6rnek, bozulabilecek bir yemin olarak diisiiniilebilir.)
Bir 6nermeyi cliriiten 6rnegin 6zel bir ad1 vardir: aksine 6rnek.

Ornek 9.1 Ilk olarak asagidaki saninin dogru olup olmadigin belirleyecek
siireci inceleyelim.

Sami1 Her n e Z icin f(n) =n? —n + 11 tamsayis1 asaldir.

Bir saninin dogru ya da yanlis oldugunu belirlerken, o san1 hakkinda
olabildigince ¢ok bilgi toplamak iyi bir fikirdir. O halde n tamsayisinin ¢egitli
degerlerine kargilik gelen f(n) sayilarini gosteren bir tablo olusturalim:

n‘—3—2—1012345678910

f(n)‘23 17 13 11 11 13 17 23 31 41 53 67 83 101

Her durumda f(n) bir asal say1 oldugu i¢in bu saninin dogru oldugu diisiin-
cesine kapilabilirsiniz. Ispata girismeden 6nce bir tane daha n deneyelim.
Maalesef f(11)=112-11+11 = 112 asal degildir. O halde san1 yanlhstir ¢iinkii
n =11 aksine bir 6rnektir. Aksini ispat su sekilde yapilabilir.

Aksini Ispat. “Her n € Z icin n? —n + 11 tamsayist asaldir.” 6nermesi yan-
Iistir. Dikkat edilirse f(11) =121 =11-11 asal degildir. Bu nedenle n =11
tamsayisi, aksine bir 6rnektir. [ |

Bir 6nermeyi aksine 6rnek ile ¢iiriitiirken, verilen 6rnek i¢in o 6nermenin
neden yanlis oldugunu ac¢iklamak gerekir. Ornegin yukarida sadece “n =11
tamsayist aksine bir ornektir” yazilip birakilirsa ispat eksik kalir. Burada
f(11) degerinin asal olmadigini géstermek gerekir. Bunun i¢in f(11)=11-11
yazmak yeterlidir.
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Ornek 9.2 Asagidaki saninin dogru ya da yanlis oldugunu gosteriniz.

Sami1 Eger A, B ve C ii¢ kiime ise A—(BNC)=(A-B)n(A-C) olur.

Aksini Ispat. Bu énerme yanhstir ciinkii A = {1,2,3}, B={1,2} ve C ={2,3}
kiimeleri aksine bir 6rnektir. Dikkat edilecegi tizere A —(BnC) = {1,3} ve
(A-B)n(A-C)=¢ olur. Buradan A-(BnC) #(A-B)nN(A-C) elde edilir. =

(Bu 6rnegin nerden geldigini gormek icin A—(BnC) ve (A-B)n(A-C)
kiimeleri i¢in birer Venn diyagrami c¢izerek, bunlarin farkli oldugunu gore-
bilirsiniz. Daha sonra 1, 2 ve 3 sayilarini aksine 6rnek olusturacak sekilde
diyagramdaki bolgelere yerlestirebilirsiniz.)

9.2 Varhk Onermelerin Ciiriitiilmesi

Sadece bir tane aksine 6rnek vererek evrensel olarak nicelenmis bir 6ner-
meyi veya kosullu bir 6nermeyi ciiriitebilecegimizi gordiik. Simdi

Jdx e S,P(x)

varlik 6nermesini c¢iirtitme problemine bakalim. Bunu ispatlamak ic¢in
P(x) 6nermesini dogrulayan bir x 6rnegi bulunmalidir. Ciiriitmek icin ise
onun olumsuzu olan ~ (3x € S,P(x)) = Vx € S, ~ P(x) 6nermesi ispatlanmalidir.
Olumsuzlagtirilan 6nerme evrensel olarak nicelenmistir. Bu nedenle ~ P(x)
onermesinin her x € S i¢in dogrulanmasi gerekir. Yani tek bir 6rnek vermek
yeterli degildir. Bunun yerine dogrudan ispat, dolayl ispat veya olmayana
ergi kullanilarak “Eger x € S ise ~ P(x).” kogullu 6nermesi kanitlanmalidir.
Simdi, ispatlamak ya da curiitmek icin agsagidaki saniy1 verelim.

Ornek 9.3 Asagidaki saninin dogru ya da yanlis oldugunu gésteriniz.

4

Sam1 Bir x reel sayis1 2 < x < x? sartin1 saglar.

Bu iddia ilk bakista mantikl1 gelebilir. Bu 6nerme eger x3 < x < x2 sar-

tin1 saglayan bir x reel sayisinin var oldugunu iddia etseydi dogru olurdu
ciinkii x = —2 istenilen kosulu tasimaktadir. Fakat 6nerme x* < x < 22 sartin1
saglayan bir x reel sayisinin var oldugunu iddia etmektedir. Boyle bir x
sayisini bulmak icin zekice tahminler yapsak da bir sorun ortaya cikar.
Ornegin x =  icin x* < x olur fakat x < 2% olmaz. Benzer sekilde x =2 i¢in
x < x2 olur fakat x* < x olmaz. Buna gore x* < x < x? sartin1 saglayan bir
x reel sayisin1 bulmak sorunludur. Bu nedenle verilen énermenin yanlig
oldugundan siiphe etmeye baslayabiliriz.

Simdi bu 6nermeyi ciiriitebilir miyiz bir bakalim. Aksini ispat yontemine
gore bu 6nermeyi ciiriitmek i¢in onun olumsuzu kanitlanmalidir. Bu 6nerme
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sembolik olarak 3x € R,x* < x < x? seklide oldugu icin olumsuzu
~[FAxeRxt<x<x?) = VrxeR,~(x*<x<x?)
seklindedir. Bunu sozel olarak ifade edelim:

Her x reel sayist icin x* < x < x? ifadesi dogru degildir.

Bunu, olmayana ergi yontemiyle ispatlayalim. Kabul edelim ki x* < x < x2

sartini saglayan bir x var olsun. Dikkat edilirse x pozitiftir ¢iinkii negatif
olmayan x* sayisindan biiyiiktiir. Eger x* < x < x? esitsizligindeki her terim
x pozitif sayis1 ile boliiniirse x3 < 1 < x elde edilir. Daha sonra x® <1 <«
esitsizligindeki her terimden 1 ¢ikarilarak x3 -1 < 0 < x—1 bulunur. Buradan

»¥-1 < -1

0 <
x-Dx2+x+1) < 0 < (x-1
0 <

rx+1l < 1

&

elde edilir. (Dikkat edilirse x — 1 ile b6lme iglemi esitsizliginin yonuni de-
gistirmez ¢iinkii yukaridaki ikinci satir 0 < x — 1 yani x — 1 sayisinin pozitif
oldugunu soyler.) Burada elde edilen x? + x + 1 < 0 esitsizligi bir celiskidir
ciinkii x pozitif oldugu icin x2 + x + 1> 0 olmak zorundadir.

Yukarida yaptigimiz isi su sekilde 6zetleyebiliriz.

“Bir x reel sayist x* < x < x? sartint saglar.” 6nermesi yanhstir ciinkii
yukarida ispatlandigi iizere bunun olumsuzu olan “Her x reel sayist i¢in

x? < x < x? ifadesi dogru degildir.” 6nermesi dogrudur.

Alistirmalar iizerinde calisirken, her saninin yanlis olmak zorunda
olmadigini unutmayin. Eger bir san1 dogru ise bunun aksini ispatlamak
mimkiin degildir. Boyle bir durumda saninin dogru oldugu ispatlanmalidir.
Simdi buna dair bir 6rnek inceleyelim.

Ornek 9.4 Asagidaki sanmimin dogru ya da yanhs oldugunu gésteriniz.

Sani1 Her biri 1’den biiyiik olan, birbirlerine egit olmayan ve x¥ = y* esitli-
gini saglayan x,y,z tamsayilar1 vardir.

Bu san1 dogrudur. Bir varlik 6nermesi seklinde verilen bu saniy ispatla-
mak i¢in istenilen gartlari tasiyan x,y,z degerlerini vermek yeterlidir. Buna
gore ispat su sekildedir.

Ispat. Eger x=2, y=16 ve z = 4 secilirse x? =216 =(2%)*=16*=y? olur. W
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9.3 Olmayana Ergi ile Ciiriitme

Olmayana ergi yontemi, bir 6nermenin aksini ispatlarken ¢ok kullaniglh
olabilir. Bunu gormek i¢in P 6nermesini ¢iiriitmek istedigimizi diistinelim.
P onermesini ¢uriitmek i¢in ~ P ispatlanmalidir. Olmayana ergi ile ~ P
onermesini ispatlamak icin ~~ P dogru kabul edilip bir ¢eligkiye ulagilma-
Iidir. Ancak ~~ P =P oldugu i¢in bu is, P 6nermesini dogru kabul ederek
bir celiskiye ulagmakla aynidir. Bunu su sekilde 6zetleyebiliriz.

Ozet: Olmayana ergi ile P nasil ciiriitiiliir

P dogru kabul edilir ve bir ¢eligkiye ulasilir.

Bu yontemin uygulanis bicimini gostermek icin Ornek 9.3’te verilen
sanmy1 tekrar ele alalim. Bu sefer onu olmayana ergi ile ciiriitelim. Bu-
rada yapacaklarimiz biiyiik 6lciide Ornek 9.3’in tekraridir. Fakat saninin
olumsuzlastirilmasi gerekmedigi i¢in bu yontemi uygulamak daha kolaydir.

Ornek 9.5 Asagidaki saninin yanhs oldugunu gosteriniz.

4

Sam1  Bir x reel sayis1 x* < x < x2 sartin1 saglar.

Aksini Ispat. Bu saniy1 olmayana ergi ile ciiriitelim. Kabul edelim ki san1
dogru olsun. O halde x* < x < 22 sartin1 saglayan bir x reel sayis1 vardir. Dik-
kat edilirse x pozitiftir ciinkii negatif olmayan x* sayisindan biiyiiktiir. Eger
x* < x < x? esitsizligindeki her terim x ile bsliiniirse 3 < 1 < x bulunur. Son

esitsizligin her terimden 1 cikarilarak x2 — 1 <0 < x — 1 yazilabilir. Buradan

-1 < -1

0 <
x-DZ+x+1) < 0 < (x-1)
2Hx+l < 0 < 1

®

elde edilir. Son satirdaki x2 +x + 1 < 0 esitsizligi bir celiskidir ciinkii x pozi-
tiftir. O halde verilen san1 yanhstir. [ ]

Unite 9 Alistirmalar:

Asagidaki her 6nerme ya dogrudur ya da yanligtir. Eger 6nerme dogruysa ispatla-
yiniz, yanlis ise ¢iiriitiiniiz. Buradaki aligtirmalar, Unite 1-9 arasinda verilen tim
konular1 kapsar.

1. Eger x,y e Rise |x+ y| = |x| + |y| olur.

2. Her n dogal sayis1 icin 2n2 —4n + 31 tamsayis1 asaldir.
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© PP oA ®

10.
11.
12,

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.
217,
28.
29.
30.
31.
32.
33.

34.
35.

Eger n € Z ve n® —n cift ise n cifttir.

Her n dogal sayis1 icin n? + 17n + 17 tamsayis1 asaldir.

Eger A,B,C ve D dort kiime ise (A x B)U(C xD)=(AuUC)x (BuD) olur.
Eger A,B,C ve D dort kiime ise (A x B)n(C xD)=(ANnC)x(BnD) olur.
Eger A,B,C ¢ kiime ve A x C =B x C ise A = B olur.

Eger A,B,C ¢ kiime ise A—(BUC)=(A-B)U(A -C) olur.

Eger A ve B iki kiime ise 2(A) - #(B) € 2(A - B) olur.

Eger A ve B iki kiime ve AnB = @ ise #(A) - P(B) < #(A - B) olur.
Eger a,b eNise a+b <ab olur.

Kabul edelim ki a,b,c € N olsun. Eger ab,bc ve ac ¢carpimlarinin hepsi aym
pariteye sahip ise a,b ve ¢ sayilarinin tamami ayni paritelidir.

Rc X ve @ € X olacak sekilde bir X kiimesi vardar.

Eger A ve B iki kiime ise 2(A)n2(B) = (A nB) olur.

Her tek tamsay ii¢ tane tek tamsayinin toplamidir.

Eger A ve B sonlu kiimeler ise |A UB|=|A| +|B| olur.

Her A ve B kiimesi i¢in eger A —B = @ ise B = ¢ olur.

Eger a,b,ceNise a—b, a+c ve b —c sayilarindan en az biri cifttir.

Eger r,s € Q ve r <s ise r <u < s olacak gekilde bir u irrasyonel sayis1 vardir.
1000 = p — g olacak sekilde p ve ¢ asal sayilar1 vardir.

97 = p — q olacak sekilde p ve ¢ asal sayilari vardir.

Eger p ile q iki asal say1 ve p < g ise 2p + ¢2 tektir.

Eger x,y e R ve x® < y% ise x < y olur.

Her x reel sayis1 igin 2* = x + 1 olur.

Her a,b,c € Z i¢in eger a|bc ise a|b veya a|c olur.

Kabul edelim ki A,B ve C ¢ kiime olsun. Eger A=B-C ise B=AuUC olur.
2* = x? denkleminin ii¢ tane reel say1 ¢oziimii vardir.

Kabul edelim ki a,b € Z olsun. Eger a|b ve b|a ise a = b olur.

Eger x,ye R ve |x+y| =|x—y| ise y =0 olur.

42a +7b =1 olacak sekilde a ve b tamsayilar: vardir.

1 disindaki hicbir say1, Pascal iicgeninde dort defadan fazla bulunmaz.
Eger n,keNve () asalise k=1 veya k =n—1 olur.

Derecesi 1’den biiyiik veya esit olan bir f(x) = ag +a1x+asx® +---+a,x" polinomu-

nun katsayilarinin tamami dogal say1 olsun. Bu durumda f(n) asal olmayacak
sekilde bir n € N vardir.

Eger X cAuBise X € A veya X < B olur.

Unite 5’in 25. alistirmasinda, eger 2" — 1 asal ise n tamsayisinin asal oldugunu
ispatlamaniz istenmistir. Bunun karsit1 dogru mudur?

Ucretsiz PDF siiriimii [@) ev-nc-no ]



UNITE 10

Matematiksel Tuiimevarim

Bu iinitede, matematiksel tiitmevarim (ya da kisaca tiimevarim) adi

verilen ¢ok kuvvetli bir ispat yontemini inceleyecegiz. Bu yontemi ac¢ik-
lamak icin oncelikle timevarimla ispatlanan 6nerme cesitlerine bakalim.
Asagidaki onermeyi goz oniine alalim.

Sam1 11k n tane tek dogal sayinin toplami n2 olur.

Bu sanida verilen ifade asagidaki tabloda gorselestirilmistir. Tablonun
her satir1 n dogal sayisi ile baslar. Bunu, ilk » tane tek dogal sayinin toplami
takip eder. Her satir n? ile biter.

n | Ik n tane tek dogal saymnin toplami | n2
1 1
2 I T T 4
3 | 14845t 9
4 | 1+3+5+T =i, 16
51 1+84+5+74+9= .. cuiiiiiiiiininnnnn. 25
n|1+3+5+7+9+11+--+@2n-1)=...... n?

Tablonun ilk bes satirina dikkatlice bakilirsa bu satirlardaki ilk n tek
dogal sayinin toplaminin gercekten de n? oldugu goriilebilir. Ustelik bu
satirlar, n—yinci siradaki tek dogal sayinin (her bir toplamdaki son say1)
2n —1 oldugunu isaret eder. (Ornegin n = 2 ise ikinci siradaki tek dogal say1
2-2-1=3 ve n =3 ise ti¢linci siradaki tek dogal say1 2-3—-1=5 vb. olur.)

Bu tablo su soruyu akla getirir: 1+3+5+7+---+(2n —1) toplam1 her
zaman n? midir? Bir baska deyisle verilen san1 dogru mudur?

Simdi bu soruya farkl bir agidan bakalim. Her n dogal sayisina (yani tab-
lonun her satirina) karsilik olarak S, 6nermesi asagidaki gibi tanimlansin:



181

Si:1=12
So:1+3=22
S3:1+3+5=32

S,:1+3+5+7+---+(2n—-1)=n?

Buna gore soru sudur: Bu énermelerin hepsi dogru mudur?
Matematiksel timevarim; S1,Ss,S3,...,S,,... onermelerinden olusan
sonsuz bir listedeki tiim 6nermeleri ispatlamak i¢in kullanilir. Oldukca basit
olan bu yontemi gorsel olarak ifade etmek i¢in 6nermeleri siraya dizilmis
domino taslar olarak hayal edelim. Simdi, S; 6nermesi ispatlansin. Bunu,
S1 domino tagininin devrilmesi ile sembolize edelim. Ayrica herhangi bir
S}, 6nermesinin dogru olmasinin (devrilmesinin) S;,; 6nermesinin dogru
olmasini (devrilmesini) gerektirecegi de ispatlansin. Buna gore S; devrilip
So’yi; So devrilip S3’ii; Sg devrilip S4’ti yikar. Siire¢ bu sekilde devam eder.
Kac¢inilmaz olarak tiim énermeler devrilir (yani dogru olduklar: ispatlanir).

Matematiksel Tuimevarimin Arkasindaki Fikir

S1 Sa S3 Sy S5 Se| - Sk | ks [See| (Skes| [Shea|

Onermeler domino taslar: gibi dizilir.

e
7IN

Sa S3 Sy S5 Se| - Sk PSrs| Skeol ks [Ska

(1) Ik 6nerme devrilsin (yani dogru oldugu ispatlansin).

Alp
m ” T

(2) Kabul edelim ki k-yinc1 6nermenin devrilmesi (& + 1)-inci 6nermeyi her zaman yiksin.

Bu durumda biitiin taglar devrilmek zorundadir (yani biitiin 6nemeler ispatlanmis olur).
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10.1 Tiimevarim ile Ispat

Domino taglarindan hareketle matematiksel tiimevarim ile ispat adinda
yeni bir ispat yontemi verebiliriz.

Ozet: Tiimevarim ile Ispat Yontemi

Onerme Si,S3,8S3,8Sy4,... onermelerinin hepsi dogrudur.

Ispat. (Ttimevarim).

(1) Ik 6nce S; 6nermesinin dogru oldugu ispatlanar.

(2) Her £ =1 i¢in S, = Sj.1 6nermesi ispatlanir.

Matematiksel tiimevarim yontemine gore her S,, onermesi dogrudur. W

Buradaki ilk adim, baslangi¢c adimi olarak adlandirilir. Genellikle S;
cok basittir ve onu ispatlamak oldukca kolaydir. Ikinci adima tiimevarim
adimi denir. Timevarim adimindaki S, = Sj,; 6nermesi ¢ogu zaman dog-
rudan ispat ile kanitlanir. Bunun i¢in S, 6nermesi dogru kabul edilir ve
S1.1 Onermesinin dogru olmasi gerektigi gosterilir. Burada, S; 6nermesinin
dogru oldugu varsayimina tiitmevarim hipotezi denir.

Simdi bu yontemi, yukarida verilen ve ilk n tane tek dogal sayinin
toplaminin n2 oldugunu iddia eden saniya uygulayalim. Amacimiz, her n e N
icin S, :1+3+5+7+---+(2n—1) = n? ile verilen 6nermenin dogru oldugunu
gostermektir. Baglamadan 6nce, S,, 6nermesinde n yerine k£ yazalim. Buna
gére S, 6nermesi, S; :1+3+5+7+---+(2k — 1) = k2 seklindedir. Ayrica, n
yerine k£ + 1 yazilirsa Sp,1:1+3+5+7+---+(2(k +1)— 1) = (£ + 1)? elde edilir.

Onerme Eger neNise 1+3+5+7+---+(2n—1)=n? olur.

Ispat. Matematiksel tiimevarim yontemini kullanalim.

1. Bu énerme, n =1 icin 12 = 1 halini alir. Bunun dogru oldugu aciktir.

2. Simdi, her 2 > 1 icin S = Sp,; yani 1+3+5+7+---+ 2k —1) = k2 ise
1+3+5+7+ -+ (2 +1)—1) =(k +1)? oldugunu gostermeliyiz. Bunu dog-
rudan ispatlayalim. Kabul edelim ki 1+3+5+7+---+(2k — 1) = k2 olsun.

14+3+54+T+eeeeeeenn. +2k+1)-1)
1+3+5+7+---+C2k-1D+2Fk+1)-1)
(143+5+7+-+(2k-1))+(2(k+1)-1)
B2 +Q2k+1)-1) = E2+2k+1

= (k+1)?

Ohalde 1+3+5+7+---+(2(k+1)—1) = (k+1)? olur. Yani S}, = S}, dogrudur.
Tiimevarim yéntemine gére 1+3+5+7+---+(2n —1) = n? esitligi her n e N
icin dogrudur. u
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Tumevarim ispatlarindaki ilk 6nerme genellikle 1 dogal sayisi ile indis-
lenir Ancak bu her zaman béyle olmak zorunda degildir. Probleme bagh
olarak, ilk 6nerme Sy ya da S,, olabilir. Burada m herhangi bir tamsayidir.
Bir sonraki 6rnek S¢,S1,S2,S3,... onermelerini icerir. Ispat icin verilen ana
cerceve burda da gecerlidir ama baslangic adiminda S; yerine Sy ispatlanir.

Onerme Eger n negatif olmayan bir tamsay1 ise 5 |(n° —n) olur.

Ispat. Bunu matematiksel tiimevarim yéntemiyle ispatlayalim. Negatif
olmayan ilk tamsay1 0 oldugu i¢in baglangi¢c adimi » = 0 i¢in ispatlanmalidir.

1. Bu 6nerme, n =0 i¢in 5/(0° —0) yani 5|0 halini alir ki bu acikca dogrudur.

2. Simdi % = 0 olsun. Eger 5|(k5 - &) ise 5| ((k + 1)5 — (k + 1)) oldugu gésterilme-
lidir. Kabul edelim ki 5|(k5 — &) olsun. Buna gore k° — & = 5a olacak sekilde
bir a € Z vardir. Buradan

E® + 5k +10k3 +10k2+5k+1-k—1
(B® — k) +5k* + 10k + 10k2 + 5k

= 5a+5k*+10k3 +10k% + 5k

= 5(a+k*+2k3+2E2+E)

E+1P°-(E+1)

oldugu goriilebilir. O halde (% + 1)° — (& + 1) ifadesi 5'in bir katidir. Boylece
5/((k +1)° - (k +1)). Sonug olarak 5|(k° —k) ise 5| ((k +1)° — (k + 1)) olur.

Tiimevarim yéntemine gore, negatif olmayan her n € Z icin 5/(n®~n) olur. W

Tumevarim yontemi Vn €N, S, formundaki 6nermeleri ispatlamak icin
kullanilir. Ana hatlar1 yukarida ¢izilen bu yontem Vr € Z,S,, formundaki
onermelerde calismaz (buradaki n sayis1 N yerine Z kiimesindedir). Bunun
sebebi sudur: Vn € Z,S,, 6nermesi timevarimla ispatlanirken, S; 6nermesi
ile S;, = S};,1 6nermesinin dogru olduklar: gosterilir. Buradan sadece, her
n=1icin S, 6nermesinin dogru oldugu sonucu cikar. Fakat Sy,S_1,S_o,...
onermelerinin dogru olduklarina dair birsey soylenemez. Eger Vne Z,S,
onermesi tiimevarim ile ispatlanmak istenirse bir S, 6nermesinin yani sira
Sy => Spi1 ve S, = S,_1 onermelerinin de ispatlanmasi gerekir.

Ne yazik ki matematiksel tiimevarim ismi, benzer kogullar altinda ya-
pilan o6nceki gozlemlere dayanarak bir seyin dogru olabilecegi sonucuna
varma siireci anlamina gelen tiimevarimsal akil yiirtitme ile karigtirilabilir.
Burada belirtildigi gibi matematiksel tiimevarimin, 6nermeleri mutlak bir
kesinlikle ispatlayan, ciddi bir ispat yontemi oldugunu unutmayiniz.

Bu béliimi toparlamak i¢in tiimevarim ile dort tane daha ispat yapalim.
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.. n
Onerme EgerneZven=0ise ) i-il=(n+1)!-1 olur.

i=0

Ispat. Bu ispat1 matematiksel tiimevarim yontemiyle yapalim.

0
1. Bu énerme n=0i¢in )_i-i!=(0+1)!—1 seklindedir. Bu esitligin sol tarafi
i=0
0-0!'=0, sag tarafi 1! -1 =0 olur. Her iki taraf da 0 olup esitlik saglanir.

2. Simdi herhangi bir & = 0 sayisin1 ele alalim. Buna goére S;, 6nermesinin
S1.1 onermesini gerektirdigini gostermeliyiz. Bir bagka ifadeyle

k k+1
Yi-il=(k+1!-1  ise Yoicil=((k+1)+1!-1
i=0 i=0

oldugunu gostermeliyiz. Bu isi dogrudan ispat yontemiyle yapabiliriz.
k

Kabul edelim ki ) i-i!=(k+1)! -1 olsun. Buradan
i=0

k+1 k
Y il (Zi-i!)+(k+1)(k+1)!
i=0 i=0
= ((B+D!'=1)+(k+1)(k+1)
+D'+(+D(+D! -1
(1+*&+D)(+D!-1
(R+2)k+1)-1
= (k+2)-1
= (+D+1)!-1

k+1
oldugu goriilebilir. Boylece Y i-i!=((k+1)+1)!-1 elde edilir.
i=0
Timevarim yontemine gore her n>0i¢in ) i-i!=(n+1)!-1 olur. [ |

i=0

Tumevarim yontemiyle ispat yaparken, tiimevarim adiminda Sy, = Sj41
ispatlanmalidir. Bunun yerine S,, = S, 1 de ispatlanabilir. Yani 6nermenin
n i¢in dogru oldugu kabul edilip » + 1 i¢in de dogru oldugu gosterilebilir.
Bazen de, yine gecerli olan, S,,_; = S,, onermesini ispatlamak daha kolaydar.
Biz, asagidaki orneklerde S;, = S, onermesini kullanacagiz. Fakat tek
numaral aligtirmalardan bazilarinda S, = S, 1 veya S,_1 = S, onermeleri
kullanilir. Deneyim, okuyarak ve pratik yaparak kazanilir.

Richard Hammack Ispat Yontemleri



Tiimevarim ile Ispat 185

Simdi ¢ozecegimiz 6rnek, bazi durumlarda faydal olabilecek bir pif
noktasini gosterir. Bir esitligin her iki tarafina ayni1 miktarda ekleme yap-
mak o esitligi bozmaz. Bir egitsizligin her iki tarafina farkl: miktarlarda
ekleme yapildiginda, biiyiik olan tarafa eklenen miktar kiiciik olan tarafa
eklenenden daha fazla oldugu siirece esitsizlik bozulmaz. Ornegin, x <y ve
a<bise x+a <y+b olur. Benzer sekilde x <y ve b pozitifise x <y + b olur.
Siklikla g6z ardi edilen bu goézlem agagida kullanilacaktir.

Onerme Her neNigin 2" <2"*1-2771_1 olur.
Ispat. Bu ispat1 matematiksel tiimevarim yontemiyle yapalim.

1. Eger n =1 ise bu 6nerme 2! <21 _-21-1_1 yani 2<4-1-1 halini alir.
Bunun dogru oldugu aciktir.

2. Simdi % = 1 olsun. Burada, 2% < 2%*1-2F~1_1 jge 2F+1 < 2k+D+1_glk+1)-1_1
olacagini dogrudan ispatlayalim. Kabul edelim ki 2% < 28+1 —2%~1_1 olsun.

2k < 2k+1 _ 2k—1 -1

2(2%) < 2(21-2F1_7q) (her iki taraf 2 ile carpilmigtir)
o+l - ok+2_ok _g

oF+l < ok+2_gk_9.41 (biiyiik tarafa 1 eklenmistir)
o+l _ ogk+2_ok _q

gk+1 _ olk+D+1 _gk+1)-1_

Tiimevarim yontemine gore her n € Nicin 27 <2""1 —2""1 _1 elde edilir. W

Bundan sonraki ornekte eger n € N ise (1+x)" = 1+ nx esitsizliginin,
x> —1 sartin1 saglayan her x € R i¢in dogru oldugunu gosterecegiz. Yani

S, : Her x > —1 reel sayis1icin (1+x)" =1+nx

onermesini her n € N i¢cin dogrulayacagiz. Bu 6rnek, daha once ispatladi-
gimiz Vn € N, P(n) formundaki 6rneklerden biraz farklidir. (Buradaki P(n)
ifadesi n hakkindaki bir 6nermedir.) Bu sefer ispatlayacagimiz énerme

VxeN, (Vx € (—l,oo),P(n,x))

formundadair. Boylelikle P(n,x): (1+x)" = 1+nx acik 6nermesi sadece n dogal
sayisini degil, ayn1 zamanda x degiskenini de icerir. (Kayitlara gegmesi
acisindan (1+x)" = 1+ nx esitsizligi Bernoulli egitsizligi olarak bilinir.)
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Onerme Eger neN ise her x > —1 reel sayis1 i¢in (1+x)" =1+ nx olur.

Ispat. Bu ispat1 matematiksel tiimevarim yontemiyle yapalim.
1. Baslangic adimi olarak n =1 icin bu énerme (1+x)' =1+ 1-x ile verilir.
Her iki tarafi da 1+x oldugu icin bu esitsizlik dogrudur.

2. Simdi % = 1 olsun. Kabul edelim ki (1 + x)* > 1 + kx 6nermesi her x > -1
reel sayis1 icin dogru olsun. Buna gore (1 +x)**! = 1+ (% + 1)x oldugu gos-
terilmelidir. Dikkat edilirse x > —1 oldugu icin 1+ x pozitiftir. O halde
(1+x)* = 1+kx ifadesini 1+« ile carpmak esitsizligin yoniinii degistirmez.

Q+2*1+x) = A+kx)(1+x)
1+x)** > 1+x+kx+kx?
A+ = 1+ +k)x+kx2

Son satirdaki kx? terimi pozitiftir. Bu terimi, esitsizligin sag tarafindan
cikarmak o tarafi kiiciiltiir. Boylelikle (1 +x)**! =1+ (% + 1)x olur. [ ]

Siradaki 6rnegin baslangi¢c adimi, rutin bir kontrolden fazlasini igerir.
(Daha sonra kullanacagimiz i¢in bu 6rnege bir numara verelim.)

Onerme 10.1 Kabul edelim ki ay,as,...,a, ile n birer tamsay1 ve n = 2
olsun. Eger p asal ve pl(a1-as-as---a,) ise en az bir a; i¢in p|a; olmahdir.

Ispat. Bu 6nermeyi n iizerine tiimevarim uygulayarak ispatlayalim.

1. Baslangi¢c adimi » = 2 i¢in ispatlanmalidir. Kabul edelim ki p asal ve
pl(aiag) olsun. O halde pla; veya p|as oldugu gosterilmeilir. Buna denk
olarak eger p{a; ise plag oldugu da gosterilebilir. Simdi p {a; olsun. Dik-
kat edilirse p asal oldugu icin ebob(p,a1) = 1 olur. Onerme 7.1’den (s. 152)
1=pk+a;l olacak sekilde %, € Z vardir. Bu esitligin iki yan1 as ile carpilip

ag = pkas +aiasl

yazilabilir. Kabul ettigimiz lizere p asali ajas sayisimi boler. Buna gore p
asalinin, esitligin sag tarafindaki pkas + aiasl ifadesini bolecegi agiktir.
Buradan p|ag bulunur. Boylece eger p |(a1a2) ise p|ai veya p |ag oldugunu
ispatlamig olduk. Bu, baslangi¢c adimini1 tamamlar.

2. Simdi & = 2 olsun. Kabul edelim ki p|(a1-as-as---ap) iken pla; olacak
sekilde en az bir a; var olsun. Buradan p|((a1-ag-as---ax)-ar+1) yazila-
bilir. Baslangic adiminda ispatlanan sonuca gore p|(a1-ag-as---ay) veya
plapy1 olmalidir. Timevarim hipoteziyle birlikte bu gézlem, p asalinin
a; tamsayilarindan birini bolmesi gerektigini soyler. [

Birkag aligtirma tizerinde ¢alisarak, anladiklarinizi test edebilirsiniz.
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10.2 Giiclii Tiimevarim ile Ispat

Bazi tiimevarim ispatlarinda, S, dogruyken S;,; 6nermesinin de dogru
oldugunu gostermek zordur. S;, 1 onermesini dogrulamak i¢in daha “onceki”
bir S,, (m < k) 6nermesini kullanmak daha kolay olabilir. Boyle durumlar
icin giiclii timevarim adi verilen biraz daha degisik bir timevarim yontemi
vardir. Gicli timevarim, bildigimiz tiimevarim yontemine benzer cali-
sir. Aradaki tek fark, ikinci adimda Sj onermesini dogru kabul edip S;+1
onermesini ispatlamak yerine S1,S9,S3,...,S; onermelerinin hepsini dogru
kabul edip S onermesini ispatlamaktir. Buradaki ana fikir sudur: Ilk %
tagin devrilmesi (& + 1)—inci tas1 yikiyorsa biitiin domino taslar: yikilmalidar.

Ozet: Giicli Tiimevarim ile Ispat Yontemi

Onerme Si,8S9,8S3,8S4,... onermelerinin hepsi dogrudur.

Ispat. (Giiclii tiimevarim).
(1) S; onermesi ispatlanir. (Ya da ilk birkag S,, ispatlanir.)
(2) Verilen her &k =1 icin (S{ASgA---ASE) = Sp,1 Onermesi ispatlanir. W

Bu yontem, S;, kullanilarak S;.; 6nermesinin kolaylikla gosterilemedigi
durumlarda ise yarar. Sj,1 6nermesini ispatlamak i¢in bagka bir 6nerme
(6brnegin S;,_; veya S;_3) daha cok ise yarayabilir. Giicli tiimevarimda
S1,Se,...,S;, onermelerinden biri (veya hepsi) kullanilarak S, ispatlanir.

Iste giiclii tiimevarimin klasik bir 6rnegi: 8 kurus veya daha fazla olan
posta iicreti, sadece 3 ve 5 kurusluk pullarla 6denebilir mi? Ornegin, 47
kurusluk posta ticreti i¢cin dokuz tane 3 kurugluk ve dort tane 5 kurusluk
pul kullanilabilir. Simdi “S,, : n kurusluk posta ticreti sadece 3 ve 5 kurusluk
pullarla 6denebilir.” 6nermesini ele alalim. Buna gére Sg, Sg, S19, S11 - .-
ispatlanmalidir. Sj,; 6nermesini ispatlamak i¢in kendisinden ti¢ adim “geri’
gitmek gerekir. O halde baglangi¢c adiminda Sg, Sg ve S1¢ ispatlanmalidir.

4

Onerme 8 kr. ve fazlasi posta iicretleri 3 ve 5 kurusluk pullarla 6denebilir.

Ispat. Giiclii tiimevarim yontemi kullanalim.
1. Bu 6nerme 8,9 ve 10 kr. olan posta iicretleri i¢cin dogrudur. Bunlar sirasi
ile bir tane 3, bir tane 5; ii¢c tane 3 ve iki tane 5 kurugluk pul ile 6denebilir.

2. Simdi, &2 = 10 olsun. Her 8 <= m < & icin m kurusluk posta ucreti 3 ve 5
kurusluk pullarla 6denebilsin. (Yani Sg, Sy, ...,S dogru olsun.) Buna gore
S}1+1 Onermesinin dogru oldugu yani % + 1 kurusluk posta iicretinin 3 ve
5 kurugluk pullarla 6denebilecegi gosterilmelidir. Kabuliimiiz geregi
S}r—g dogrudur. Yani & — 2 kurusluk posta ticreti 3 ve 5 kurusluk pullarla
odenebilir. Buna 3 kurusluk bir pul eklenirse (¢ —2)+3=k+1olur. ®
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Siradaki 6rnekte, her n € Nicin 12|(n*—n?) oldugunu ispatlayalim. Fakat
oncesinde, siradan tiimevarimda ortaya c¢ikacak sorunu gorelim. Siradan
tiimevarima, n = 1 icin 12|(n* — n?) oldugu gostererek baslariz. Eger n = 1
ise 120 olur ki bu dogrudur. Bundan sonra, 12|(k* — £2) oldugu kabul edilip
12| ((k +1)* = (k +1)2) oldugu gosterilmelidir. Eger 12|(k* - £?) ise k* - k% = 12a
olacak sekilde bir a € Z vardir. Buna gore (£ +1)*—(k+1)? = 12b olacak sekilde
bir b € Z bulmamaz gerekir. Son egitligin sol tarafim1 acalim:

(B +4k3 +6F2 + 4k +1)— (B2 + 2k +1)
(B —k2)+4E3 +6k2 + 6
= 12a+4k3 +6k%+6k.

B+ 14 =(k+1)>

Bu noktada tikanip kaliriz ¢iinkii bu ifade 12 parantezine alinamaz.

Simdi giiclii tiimevarim kullanalim. S,, : 12|(n* - n2) verilsin. Buna gore
S1,S9,...,S dogru kabul edilip S, ispatlanmalidir. S;’den S;’ya tiim 6ner-
meler dogru ise £ —5 =1 icin S,_5 dogrudur. S, = S;,1 yerine S;_5 = S;.1
ifadesini gosterelim. Eger 2 —5 =1 ise £ = 6 olur. O halde S1,S32,S3,S4,S5,S6
onermelerinin hepsi baglangi¢c adiminda dogrulanmalidir. Bu noktadan
sonra, S;_5 = S;1 Onermesi diger tiim 6nermelerin dogru oldugunu soyler.
Ornegin & = 6 icin S,_5 = Sj,1 6nermesinden S; = S7 yazilabilir. Yani S;
dogrudur. Benzer sekilde £ =7 i¢in Se = Sg olur. Yani Sg dogrudur.

Onerme 10.2 Eger neN ise 12|(n* - n2).

Ispat. Bu ispat1 giiclii tiimevarim yontemiyle yapalim.

1. Dikkat edilecegi lizere bu 6nerme, ilk alt1 pozitif tamsay i¢cin dogrudur:
* n=1icin 12 béler 1*-12=0. * n=4icin 12 boler 4* — 42 = 240.

* n=2icin 12 boler 2*-22=12.  ® n=5icin 12 béler 5* - 52 = 600.
* n=3icin 12 boler 3*-32=72.  ® n=61icin 12 béler 6* - 62 = 1260.

2. Simdi k=6, 1 <m <k ve 12|(m* —m?) olsun. (Yani S1,...,S; dogru olsun.)
Buna gore Sj.1 yani 12|((& + 1)* - (k + 1)) oldugu ispatlanmahdir. Sj,_5
dogru ise 12| ((k —5)* — (& —5)?). Buna gére k -5 = ¢ secilerek 12|(¢* - ¢2)
yazilabilir. O halde ¢4 - ¢2 = 12a olacak sekilde bir a € Z vardir. Béylelikle,

(L+6) - (0 +6)?

0% +2403 + 21602 + 8640 + 1296 — (¢2 + 120 + 36)
(04— 02)+ 2403 + 21602 + 852¢ + 1260

= 12a+2403 +216¢% +852¢ + 1260

= 12(a+203+18¢2 +71¢ +105).

(B+1D*=(k+1)>2

Burada (a +2¢3 +18¢2 +71¢ +105) € Z oldugu i¢in 12| ((k+1)* —(k + 1)?). W
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Bir sonraki 6rnegimiz, cizgeler adindaki matematiksel nesneler hakkin-
dadir. Koseler adi verilen noktalar ile bu noktalari birlestiren (ve kenarlar
ad1 verilen) dogrulardan olusan bir yapiya cizge denir. Asagida dort tane
cizge ornegi verilmistir. Burada kullanacagimiz cizgeler “tek parcadan” olu-
sur. Bir bagka deyisle, cizgenin herhangi bir késesinden baska bir kiégesine,
kenarlar tizerinden gecen bir yolu kullanarak yiiriiyiis yapilabilir.

or Rk

Sekil 10.1: Cizge 6rnekleri

Basladig1 yerde biten ve birbirinden farkl kenarlar dizisinden olusan bir
giizergaha doéngii denir. Ornegin Sekil 10.1’de verilen en soldaki cizgede; v,
kosesinde baglayip ilk 6nce vg, sonra vg ve oradan da vy kosesine gidip tekrar
baslangic noktasi olan v; kisesine dénen bir dongii vardir. Sol taraftaki
iki cizgeye ait dongiler bulabilirsiniz. Ancak sag taraftaki iki ¢izge dongi
icermez. Dongii icermeyen bir cizgeye agac denir. Buna gore Sekil 10.1’in
sag tarafinda verilen iki cizge birer agactir. Ancak sol tarafindaki iki ¢izge
birer agac degildir. Dikkat edilirse tek bir koseden olusan e ¢izgesine ait bir
dongii yoktur. Bu nedenle bu ¢izge (tek koseli ve sifir kenarli) bir agactir.

Sekil 10.1’deki her iki agacin da kenar sayis1 kose sayisindan azdir. En
sagdaki agacin 5 kogesi ve 4 kenar1 vardir. Yanindakinin ise 6 kosesi ve
5 kenar1 vardir. Sekil 10.2’deki gibi herhangi bir agac cizildiginde, eger o
agacin n kogesi var ise n — 1 de kenari vardir. Simdi bunu ispatlayalim.

Sekil 10.2: Bir agac

Ispat icin su gézlemi kullanabiliriz: Bir agacin, (u¢ noktalar: haric)
herhangi bir kenari silinirse o aga¢ kendisinden kiiciik olan iki agaca ayrilir.
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Onerme 10.3 Eger bir agacin n kogesi var ise o agacin n — 1 kenar1 vardir.

Ispat. Bu teorem, her n € N icin “S, : n tane késesi olan bir agacin n—1
tane kenari vardir.” onermesinin dogru oldugunu iddia eder. Bunu giiclia
timevarim ile ispatlayalim.

1. Bir agacin n = 1 kosesi varsa hi¢ kenari yoktur. O halde bu agacinn—-1=0
kenar: vardir. Boylece teorem n =1 i¢in dogrudur. (Yani S; dogrudur.)

2. Simdi, £ =1 olsun. Buna gore (S;ASaA---ASE) = Sp,1 oldugu gosterilme-
lidir. Bir baska ifadeyle, 1 <m <k olmak tlizere m kosesi olan herhangi
bir agacin m — 1 kenar1 var ise & + 1 kogesi olan her agacin (k+1)-1=%
tane kenarinin oldugu gosterilmelidir. Bunu dogrudan ispat ile yapalim.

Kabul edelim ki 1 < m < %k kosulunu saglayan her m tamsayis1 i¢in m
koseli bir agacin m — 1 kenari olsun. Simdi, % + 1 kosesi olan bir T' agacim
ele alalim. Bu agacinin bir kenarini secelim ve o kenari e ile gosterelim.

Koseleri kalmak kaydiyla e kenarini silelim. Bu sekilde Ty ve T olarak
adlandirabilecegimiz iki tane kiiciik agac elde ederiz. T7 agacinin kose
sayisina x ve Ty agacinin koge sayisina y diyelim. Kiicuk agaclarin koge
sayilar1 (k + 1)den daha az oldugu i¢in tiimevarim hipotezi, 71 agacinin
x—1tane, Ty agacinin da y—1 tane kenari oldugunu garanti eder. Simdi, T'
agacinin x+y tane kosesi vardir. Ayrica T'’e ait olan x—1 tane kenari, T5’ye
ait olan y — 1 tane kenar1 ve bunlarin hicbirine ait olmayan bir ¢ kenar1
vardir. Buna gore T agacinin toplam olarak (x—1)+(y—1)+1 = (x+y)—1 tane
kenar1 vardir. Bir bagka deyisle, T' agacinin kenar sayis1 koge sayisindan
bir azdir. O halde T°nin (k + 1) — 1 = k£ tane kenar1 vardir.

Giicli timevarim ilkesine gore, n koseli bir agacin n — 1 kenari vardir. ®

Yukaridaki ispatta giiclii timevarim yontemini kullanmak kesinlikle
gereklidir ¢iinkii 71 ve Ty agaclarinin kose sayilar: ayni anda £ olamaz. En
az birinin kose sayis1 £’dan azdir. Bu nedenle, S;,; 6nermesini ispatlamak
icin S, tek bagina yetmez. Burada m <k oldugunda S,, 6nermesinin dogru
oldugu varsayimina ihtiya¢ duyulur ve gii¢lii timevarim buna olanak saglar.
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10.3 En Kiiciik Aksine Ornekle Ispat

Bu béliimde en kiiciik aksine ornekle ispat adi verilen baska bir ispat
yontemini inceleyecegiz. Tiimevarim ve olmayana ergi yontemlerinin kari-
simdan olusan bu metodun bizi dogruca celigkiye gotiirmek gibi giizel bir
ozelligi vardir. Bu nedenle, Unite 6’da verilen olmayana ergi yonteminden
daha “otomatiktir.” Bu yontemin ana hatlari1 su sekildedir.

Ozet: En Kiiciik Aksine Ornekle Ispat

Onerme Si,S3,8S3,Sy4,... onermelerinin hepsi dogrudur.

Ispat. (En kiiciik aksine 6rnek).

(1) Ik 6nce S; onermesi dogrulanir.

(2) Olmayana ergi i¢in S, onermelerinden bazilar1 yanlis kabul edilir.
(3) Yanlis olan en kiiciik indisli 6nerme S, olsun (& > 1).

(4) O halde S;,_1 dogrudur, S, yanlistir. Buradan bir celigki elde edilir. W

Bu kurgu, bizi S;_; 6nermesinin dogru fakat S; onermesinin yanlis
oldugu bir noktaya gotiiriir. Dogru ile yanlisin kesistigi bu noktada bir
celigki vardir. Simdi buna bir 6rnek verelim.

Onerme Eger neNise 4|(5" —1).

Ispat. En kiiciik aksine érnekle ispat yontemini kullanalim. (Pratikte ya-
pilmasa da yukaridaki 6zetle 6rtiigsmesi icin adimlarimiza numara verelim.)

1. Bu énerme, n =1 icin 4|(5! — 1) yani 4|4 halini alir. Bu ise dogrudur.

2. Olmayana ergi yontemini kullanalim. Kabul edelim ki 4 (5" — 1) 6nermesi
dogru olmayacak sekilde n dogal sayilar: var olsun.

3. Simdi, 41(5* — 1) sartin1 saglayan en kiiciik tamsayi % olsun.

4. Buna gore 4|(5* 71 -1) olur. O halde 57! — 1 = 4qa olacak sekilde bir a € Z

vardir. Buradan
5F-1-1 = da

555 1-1) = 5-4a
5-5 = 20a
5 -1 = 20a+4
5P -1 = 4(5a+1)

yazilabilir. Son satir 4|(5% — 1) anlamina gelir. Bu bir celiskidir ciinkii 3.
adim 41(5* — 1) oldugunu soyler. Bu nedenle, 2. adimda yapilan varsayim
yanligtir. Sonug olarak 4|(5" — 1) 6nermesi her »n i¢in dogrudur. -
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10.4 Aritmetigin Temel Teoremi

Aritmetigin temel teoremi, 1’den biiyiik olan her tamsayinin bir tek asal
ayrisimi oldugunu ifade eder. Ornegin 12 tamsayis1 12 = 2-2- 3 seklinde
asal carpanlarina ayrilir ve tistelik 12'nin her asal ayrisimi sadece 2, 2
ve 3 sayilarindan olusur. Burada yapacagimiz ispat; tiimevarim, durum
incelemesi ve en kiiciik aksine 6rnek yontemi ile Boliim 7.3’in sonunda
verilen varlik ve teklik fikirlerini birlestirecektir.

Teorem 10.1 (Aritmetigin Temel Teoremi) Birden biiyiik her » tamsayisi
tek bir sekilde asal carpanlarina ayrilir. Buradaki “teklikten” kasit sudur:
Eger n=pi-p2-ps---pr ve n =ai-ag-as---a; ayni sayinin asal ayrigimlari ise
k =1 olur. Ayrica a; ile p; asallar1 aynidir fakat bunlar farkh sirada olabilir.

Ispat. Kabul edelim ki n > 1 olsun. Ilk 6nce, giiclii tiimevarim ile n tamsa-
yisinin bir asal ayrisiminin oldugunu gosterelim. Baslangi¢ adimi olarak,
eger n = 2 ise n bir asal sayidir ve bu kendi basina bir asal ayrigimdir. Simdi
n =2 olmak iizere 2 ile n (dahil) arasindaki her sayinin bir asal ayrigiminin
var oldugunu kabul edelim. Buna gore n + 1 tamsayisini ele alalim. Bu say1
asal ise kendi bagina bir asal ayrisimdir. Asal degilse a,b > 1 olmak tizere
n+1=ab yazilabilir. Ancak a ve b tamsayilari (n + 1)’den kiiciik oldugu i¢in
a=pi1-p2-ps--prVveb=qi1-q2-qs---q; asal ayrisimlar1 vardir. Buna goére

n+l=ab=(p1-p2-p3---Pr)q1-92-93---q1)

carpimi n + 1 tamsayisinin bir asal ayrigimidir. Boylelikle, giiclii timevarim
yontemine gore 1’den biiyiik her tamsayinin bir asal ayrigimi vardir.
Simdi en kiigiik aksine ornekle ispat yontemini kullanarak her n > 2
tamsayisinin asal ayrisiminin bir tek oldugunu gosterelim. Eger n =2 ise
n’nin asal ayrisiminin tek oldugu agiktir ve bu da kendisidir. Simdi, olma-
yana ergi yontemini kullanarak, bir n > 2 tamsayisinin n=p1-ps-ps---pp
ve n =aj-as-as---a; olacak sekilde iki farkli asal ayrigiminin oldugunu
varsayalim. Kabul edelim ki bu sart1 saglayan en kiiciik tamsay1 n ol-
sun. Dikkat edilirse n = p1-pg-ps---pr ayrisimina gore pi|n oldugu icin
pilai-as-as---a; olmalidir. Onerme 10.1 (s. 186) geregince, p; asali a; say1-
larindan birini boler. Fakat a; asal oldugu i¢in p; = a; olmalidir. Buna gore
n=pi1-p2-pP3---Pr=ai-as-asg---a; sayisl p; = a; ile bolinerek

b2:-p3-"Pp=0a1-022-a3°°°Q;-1"Qj+1""" Q]

elde edilir. Bu iki asal ayrigsim birbirinden farkhdir ¢linkii » tamsayisinin
verilen asal ayrisimlar: farklidir. (Hatirlanacag lizere p; ve a; asallar
esittir. Bu nedenle, carpanlardaki farkhilik yukaridaki ayrisgimlarda devam
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eder.) Ancak yukarida verilen ps-ps3---pp sayisi n’den kiigiiktir. Bu durum,
farkli asal ayrigimlara sahip en kiiciik tamsayinin n olmasi ile ¢eligir. =

En kiiciik aksine o6rnekle ispat yontemi hakkinda bir uyar1 yapalim. Di-
ger ders kitaplarindaki veya matematik makalelerindeki ispatlarda, yazar
ispatin baslangicinda en kiiciik aksine 6rnekle ispat yontemini kullanaca-
gin1 genellikle s6ylemez. Bunun yerine, ispati okuyarak hangi yontemin
kullanildigina dair bir ¢itkarim yapmaniz gerekir. Aslinda bu uyar: tim
ispat yontemleri i¢in gecerlidir. Matematik 6grenmeye devam ettikce, bir
ispat1 analiz etmek i¢cin gereken yetenegi yavas yavas kazanacak ve acikca
belirtilmese bile hangi ispat tiiriiniin kullanildigim1 anlayacaksiniz. Bu
yolda hayal kirikliklar: sizi bekliyor ancak bunlar goziniizii korkutmasin.
Hayal kirklig1, yapmaya deger olan seylerin dogal bir parcasidir.

10.5 Fibonacci Sayilar1

Leonardo Pisano, simdiki bilinen adiyla Fibonacci, 1175 yili civarinda su
an Italya olan yerde dogan bir matematikcidir. En 6nemli eseri, Ortacag
Avrupasi’nin Roma rakamlarindan Hint-Arap say1 sistemine yavas gecis
stirecinde bir katalizor olarak kabul edilen Liber Abaci adli kitabidir. Fakat
gunimiizde, kitabinda tanimladig: ve kendi adin1 tasiyan bir say1 dizisi
sayesinde daha iyi bilinmektedir. Fibonacci dizisi

1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,...

ile verilir. Bu dizideki sayilar Fibonacci sayilari olarak adlandirilir. 11k
iki say1 1 ile 1’dir. Bunlardan sonraki sayilar, kendilerinden hemen 6nce
gelen iki sayinin toplamidir. Ornegin 3+5 =8 ve 5+ 8 = 13 vb. olur. Bu
dizinin n—yinci terimini F, ile gosterelim. Buna gore F1 =1, Fo =1, F3 =2,
F4 =3, F7; =13 olur ve boyle devam eder. Dikkat edilirse Fibonacci dizisininin
tamami1 F1 =1, Fo=1ve F, =F,,_1 + F,_s kosullar1 tarafindan belirlenir.

Fibonacci dizisinin burada verilme nedeni sudur: Herkesin bunu bil-
mesi gerekir ve tiimevarim problemleri i¢in genig bir 6rnek yelpazesi sunar.
Dogada sasirtici bir siklikta gériinen bu dizi, gizemli oriintiler ve gizli yapi-
larla doludur. Bunlarin bazilari, 6rnekler ile aligtirmalarda aciklanacaktir.

Burada vurgulamak gerekirse F, = F,_1 + F,_2 (veya buna denk olan
Fn.1=F,+F,_1) sart1 timevarim ic¢in harika bir kurgudur. Bu kurgu, dizi-
nin 6nceki terimlerine bakarak F, hakkinda bilgi edinebilecegimizi soyler.
Fibonacci dizisi hakkindaki bir geyi tlimevarim yontemiyle ispatlarken, bir
noktada F,, = F,,_1 + F,,_o denkleminin kullanilmas1 beklenmelidir.

Ik 6rnekte, her n e Ni¢in F2, | —F,,.1F, —F2 = (-1)" oldugunu gésterelim.
Ornegin n =5 ise FZ - FgF5—F2=8%-8-5-52=64-40-25=—1=(-1)" olur.

Ucretsiz PDF siiriimii [@) ev-nc-no ]



194 Matematiksel Tiimevarim

Onerme 10.4 Fibonacci dizisi F2 | —Fp1F,—F2 =(-1)" kuralim saglar.

Ispat. Bu ispat1 matematiksel tiimevarim yontemiyle yapalim.

1. Egern=1ise F%  -F,  F,~-F2=F3-FoF1-F?=12-1.1-1=-1=(-1)! =
(-1)" olur. O halde F2,, —F,1F, F,ZL =(-1)" e§1t11g1 n =1 icin dogrudur.

2. Simdi % €N olsun. Dogrudan ispat yontemiyle F? | —Fj 1 F, —F2=(-1)
ise Fk vo ~FrioFri1— k =0 1)%*1 oldugunu gosterehm Kabul edehm ki
F? | —Fj.1Fp—F? = (-1 olsun. Dikkatli bir sekilde F2,, —F 5F1—F2,

uzerinde gahgarak bunun gercekten de (—1)**! sayisina esit oldugunu

gosterelim. Bu isi Fj.9 = Fp 1 + F}, esitligini kullanarak yapalim.

F/§+2_Fk+2Fk+1 _F;erl = (Fps1 +Fk)2—(Fk+1 +Fp)Fpi1 _F;3+1

F,§+1 +2F, 1Fy+F;—F?  —FFp1—F7 |
Fk+1+Fk+1Fk+F
~(F?,  —Fp1Fp—F})
—(-1) (timevarim hipotezi)
= (-1(-DF
— (_1)k+1

Buna gire F? , - Fy 9Fp1 —F2  =(-1)**! bulunur.

Tiumevarim yontemine gore, her n € N igin Fn 1 Fni1Fy —F,% =(-D"olur. =

Simdi biraz ara verelim ve ispatladigimiz sonucun anlamini diisiinelim.

F?  —F,.1F,—F2=(-1)" denkleminin her iki tarafim1 F2 ile bélerek

n+1

(Fn+1 )2 Fp DR
F, F, F2

buluruz. Dikkat edilirse n ¢ok biiyiik oldugunda, bu esitligin sag tarafi sifira
cok yakindir. Esitligin sol tarafi ise x> —x—1 = 0 polinomunun F,_/F, ifade-
sindeki degeridir. O halde » arttik¢a F,,,1/F, orani x?>—x—1 = 0 polinomunun

bir kokiine yaklasir. Bu polinomun kokleri 1+‘[ ile verilir. F,,  1/F,, > 1 oldugu

icin bu oran 1“[ pozitif kokiine yaklasmahdlr Boylelikle

. Fpiq 1+v5
lim ——=—-—

Jim = (10.1)

yazilabilir. Bunu hizlica kontrol edebiliriz. Ornegin F14/F13 = 1.618025 ve
%5 ~ 1.618033 olur. Bu iki sayinin ondalik kisimlarinin ilk dért rakama,
13 gibi kiiciik bir sayi i¢in bile aynidir.
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Yukarida elde ettigimiz @ = %5 sayisina altin oran denir ve bu sayinin

klasik sanat, mimari ve dogada ortaya ¢ikigina dair ¢ok fazla spekiilasyon
vardir. Bir teoriye gore antik Yunan tapinagi Partenon ve Biiyiikk Misir
Piramitleri altin oran dikkate alinarak dizayn edilmistir.

Fakat biz burada ispatlanabilen seylerle ilgilenmekteyiz. Bu bolumii,
Fibonacci dizisinin pek cok acidan geometrik bir diziye bezedigini gézlem-
leyerek bitirelim. Hatirlanacagi tizere ilk terimi a ve ortak orani r olan
geometrik dizi

a, ar, ar?®, ar®, ar*, ar®, ar®, ar7, ars,...

formundadir. Bu dizinin birinciden farkli herhangi bir terimi, kendisinden
onceki terimin r katidir. Genel olarak bu dizinin n—yinci terimi G, = ar”
ile verilir. Ayrica G, +1/G, =r olur. Esitlik 10.1, F,1/F, = ® oldugunu soyler.
Fibonacci dizisi, geometrik bir dizi olmasa da, ortak orani @ olan geometrik
dizi gibi davranir. Ne kadar “diga” gidilirse benzerlik oran1 o kadar artar.

Unite 10 Alistirmalar:

Asagidaki onermeleri tiimevarim, giiclii timevarim ya da en kii¢iik aksine 6rnek
yontemlerininden birini kullanarak ispatlayiniz.

n?+n

1. HerneNi¢in 1+2+3+4+---+n= 5 oldugunu ispatlayiniz.

9 _nr+1)2n+1)

2. Her neNicin 12+22+32+4%+... 41 oldugunu ispatlayiniz.

5 n%(n+1)?

3. HerneNicin 13+23+3%+43+... 41 -— oldugunu ispatlayiniz.
+1)(n+2
4. Eger neNise 1-2+2-3+3-4+4-5+--~+n(n+1):wolur

5. Eger neNise 21 +22 423 +...4 2" =271 _9 olur.

n
6. Her n pozitif tamsayisi i¢in ) (8i—5) = 4n?% - n oldugunu ispatlaymiz.
i=1
n(n+1)2n+17) o

7. EgerneNise1-3+2-4+3-5+4-6+---+n(n+2)= 5 lur.
. . 1 2 3 n
8. Eger neNise 2—!+§+4—!+--~+(n+1)!— "D olur.

9. Her n =0 tamsayisi icin 24[(5%" — 1) oldugunu ispatlayiniz.
10. Her n =0 tamsayisi icin 3|(5%” — 1) oldugunu ispatlayiniz.
11. Her n =0 tamsayisi icin 3|(n2 +5n + 6) oldugunu ispatlayiniz.
12. Her n =0 tamsayisi icin 9/(4%" + 8) oldugunu ispatlayiniz.
13. Her n =0 tamsayisi icin 6|(n® — n) oldugunu ispatlayiniz.
14. Kabul edelim ki a € Z olsun. Her n € N i¢in 5|2"a ise 5|a oldugunu ispatlayinz.
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15.

16.
17.

18.

19.
20.
21.

22,
23.

24.

25.
26.
217.

28.
29.

Eger neNise ! + 1 + 1 + ! +oeet 1 1 ! olur
n 1 R N N _ e =]1]- — A
g 122334 45 n(n+1) T

Her n pozitif tamsayisi i¢in 2" + 1 < 3" oldugunu ispatlayimz.

Kabul edelim ki Aq,As,...,A, bir E _evr%sel kﬁlﬂesinin altkiimeleri ve n = 2
olsun. Buna gore AjnAgn---NnA,=AjUA9U---UA, oldugunu ispatlayiniz.

Kabul edelim ki Aq,As,...,A, bir E _evrtﬂsel kﬁlﬂesinin altkiimeleri ve n = 2
olsun. Buna gore AjuAsu---UA, =A1NAsn---NA, oldugunu ispatlayiniz.
1 1 1 1 1
Her neNigin =+ =+ = ++--+ — <2— = oldugunu ispatlayiniz.
1 4 9 n2 n
Her neNicin (1+2+3+---+n)? =13+23+3% +... 4 n? oldugunu ispatlayiniz.

Eger €N'se1+1+1+1+1+ + ! +1>1+nolr

neNise —+—+—-+—+—+--- —=>1+— .

& 2737475 gn—1 ' on "

(Not: Bu problem, harmonik serinin ilk 2" teriminin en az 1+ % oldugunu iddia

eder. Bu nedenle harmonik seri iraksaktir.)

1 1 1 1y 1 1
1-2|{1-2|[1-=]-[1-=] ==+ —— olur.
4 8 16 on )T 4" ontt

Matematiksel tiimevarim yontemini kullanarak Binom teoremini (Teorem 3.1,
s. 92) ispatlayiniz. Bunun icin 90. sayfadaki Esitlik (3.3) isinize yarayabilir.

1
Eger n eNise (1— 5)

n
Her n dogal sayis1i¢in ) k(7) = n2" ! oldugunu ispatlayiniz.
k=1
Fibonacci dizisi F1 + Fo + Fs+ F4+ -+ F, = F, 15— 1 kosulunu saglar. Ispatlayimiz.

n
Fibonacci dizisi Z F,f =F,F, 1 kosulunu saglar. Ispatlayiniz.
k=1

Fibonacci dizisi F; + F3 +F5+F7 +---+ Fo,_1 = Fa, kosulunu saglar. Ispatlayiniz.
Fibonacci dizisi Fo+F4+Fg+Fg+---+Fo, = Fo,.1—1 kosulunu saglar. 1spatlay1n1z.

Pascal ti¢ggeninin asagida belirtilen kigegenlerindeki sayilarin toplami birer
Fibonacci sayisidir. Bu 6riintiiniin sonsuza dek siirdiigiini ispatlayiniz.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Eger n—yinci Fibonacci sayis1 F,, ise

1+v5)" _ (1=v5)"

(22 -7
V5

F,=

oldugunu ispatlayiniz.

n
Eger 1<r<nise ) (%) =("]) oldugunu ispatlaymniz.
k=0

Ikili sayma sisteminde, ardisik 1 icermeyen n basamakl sayilarin sayisinin
F.2 oldugunu ispatlayiniz. Ornegin, n = 2 icin bu sekilde ii¢ tane say1 vardir
(00,01,10) ve 3 = Fo,9 = F4 olur. Benzer sekilde n = 3 i¢in bu sekilde beg tane say1
vardir (000,001,010,100,101) ve 5 = F5,9 = F5 olur.

Duzlemde, herhangi ikisi paralel olmayan ve herhangi ii¢ii ayn1 noktada ke-
sigmeyen (sonsuz uzunluktaki) n tane dogru verilsin. Bu dogrularin, diizlemi
% tane bolgeye ayirdigini gosteriniz.

n+1l

Her neNicin 31 +32+33+3%+... 43" = oldugunu ispatlayiniz.

Eger n cift ve & tek dogal say ise (}) sayisinin ¢ift oldugunu ispatlayiniz.

Eger k €N ve n = 2% — 1 ise Pascal iicgeninin n—yinci satirindaki her terimin tek
oldugunu ispatlayiniz.

n
Eger m,n €N ise kZbk (MHk) = p (Mt - (Mt oldugunu ispatlayiniz.

n )_ (m+n

ook N ) oldugunu gosteriniz.

p
Negatif olmayan m,n ve p tamsayilariigin ) (})(

=0
(Bu esitlik Boliim 3.10’daki 7. aligtirmada verilmistir. Orada kombinatoryal ispat
kullanmaniz istenmistir. Burada timevarim kullanmaniz istenmektedir.)

(m+n

m p) oldugunu gosteriniz.

m
Negatif olmayan m,n ve p tamsayilariicin ) (})(,1,) =
=0
(Bu esitlik Boliim 3.10’daki 8. alistirmada verilmistir. Orada kombinatoryal ispat
kullanmaniz istenmistir. Burada timevarim kullanmaniz istenmektedir.)
Eger n pozitif bir tamsay1 ise (7)”+(7)%+ (%)% +---+(")* = (**) oldugunu ispatlayimz.
Bunun i¢in Aligtirma 38’i kullanabilirsiniz. (Bu esitlik, kombinatoryal ispat
kullanilarak Boélim 3.10’da ispatlanmisgtir.)

Eger n ve k negatif olmayan tamsayilar ise ("$%) + ("11) + ("52) + -+ (%}F) = ("*FH)
oldugunu ispatlayiniz.

Ispatlaymiz: F,, cifttir ancak ve ancak 3|n.
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Kisim IV

Baginti, Fonksiyon ve
Kardinalite







UNITE 11

Bagint1

Matematikte, iki tane varlik arasinda bir bag kurmanin sonsuz sayida
yolu vardir. Ornegin, agagidaki matematiksel 6nermelere bakalim.

5<10 55 6=3 5180 7>4 xHEy 813
a=b(modn) 6e”Z XcYy T~3.14 0=-1 V2¢Z 7ZZN

Bunlarin her birinde, iki tane matematiksel varlik bir semboliin karsit
taraflarina yazilmistir. Bu sembol, iki varlik arasindaki bag olarak yorum-
lanabilir. Bu baglamda <, <,=,1,1,>,>,€,< vb. sembollere birer baginti denir
ciinkii bunlar varliklar arasindaki baglar: ifade eder.

Bagintilar ¢cok onemlidir. Aslinda matematikten tiim bagintilarin ¢ika-
rilmasi halinde, geriye kayda deger olan ¢ok az seyin kalacagini kabul etmek
gerekir. Bu nedenle bagintilarin ¢ok iyi anlagilmasi gerekir. Bu iinitenin
amaci, buna yardimei olmaktir.

Bagintilarin her birine tek tek odaklanmak yerine (ki birbirinden farkli
sonsuz sayida baginti oldugu icin bu imkansizdir) bunlarin tiimiini kap-
sayan genel bir teori gelistirelim. Bu teoriyi anlamak, 6zel bir bagintiy1
anlayip onun iizerinde ¢calismak icin gerekli altyapiy: bize kazandiracaktir.

11.1 Bagint1

Bagintinin teorik tanimini1 vermeden 6nce, bizi buna hazirlayacak bir 6rnege
bakalim. Bu 6rnek, bizi dogal olarak baginti tanimina yonlendirecektir.

A ={1,2,3,4,5} kiimesini ele alalim. (Bu kiimeyi 6zel yapan bir neden yok-
tur. Elemanlari sayilar olan herhangi bir kiime ayni isi gériir.) A’nin eleman-
lar1 “<” sembolii ile kendi aralarinda karsilastirilabilir. Ornegin 1 <4, 2 <3,
2 <4 vb. olur. Bunlar1 anlamakta sorun yasamayiz ¢iinkii siralama iglemi
kafamiza dogal bir sekilde yerlesmistir. Simdi, tamsayilarin anlami (veya
aralarindaki iligski) hakkinda higbir fikri olmayan ancak ayrintilar konu-
sunda son derece takintili bir aptal dahiye! bunu anlatmak zorunda oldugu-

nuzu hayal edin. Ogrenciniz i¢in asagidaki kiimeyi yazmak faydali olabilir:

R ={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4), (2,5), (3,4), (3,5), (4,5) }.

IMatematik, miizik vb. 6zel bir alanda olaganiistii yetenege sahip zihinsel engelli insan.
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Bu kiime, A’nin elemanlar: arasindaki < bagintisini farkl bir bicimde ifade
eder. Bir (a,b) siral ikilisinin R’de olmasi i¢in gerek ve yeter sart a < b
olmasidir. Eger 3 < 4 ifadesinin dogru olup olmadig sorulursa 6grenciniz
R kiimesini tarayip (3,4) sirah ikilisini bulur ve boylece 3 < 4 ifadesinin
dogru olduguna karar verir. Eger 5 < 2 olup olmadigi sorulursa (5,2) sirali
ikilisinin R’de olmadigin: goriir. O halde 5 £ 2 olmalidir. Sonug olarak A x A
kiimesinin R altkiimesi, A tizerinde taniml1 < bagintisini tamamen belirler.
Ik bakista basit goriinse de baginti taniminin arkasindaki ana fikir bu-
dur. Bu tanim sadece A = {1,2,3,4,5} istiindeki < bagintisimi degil, herhangi
bir kiime tizerindeki herhangi bir bagintiy: tarif edecek kadar geneldir.

Tanim 11.1 A kimesi tizerindeki bir baginti, R € A x A altkiimesidir.
Genel olarak (x, y) € R 6nermesi xRy biciminde; (x, y) ¢ R 6nermesi ise xRy
bigciminde kisaca yazilir.

Dikkat edilirse baginti bir kiimedir. Bu nedenle kiimeler hakkindaki
bilgilerimizi kullanarak bagintilar1 arastirabiliriz. Bagintinin teorik kis-
mina girmeden once birka¢ 6rnege goz atalim.

Ornek 11.1 A= {1,2,3,4} olsun. Asagidaki kiimeyi ele alalim:
R= {(1, 1),(2,1),(2,2),(3,3),(3,2),(3,1), (4,4), (4,3), (4,2), (4, 1)} CAxA.

Tamim 11.1’e gére R kiimesi A iizerinde bir bagintidir. Ornegin (1,1) € R
oldugu icin 1R1 yazariz. Benzer gekilde 2R1, 2R2 vb. olur. Fakat (3,4)¢ R
oldugu icin 3R4 olur. Dikkat edilirse bu bagint1 A tizerindeki > bagintisidar.

Unite 1’de, matematigin tamaminin kiimelerle ifade edilebilecegini iddia
etmigtik. Bu iddianin ne kadar yerinde bir iddia oldugunu bir diistiniin!
Biiyiik-veya-esit olma bagintis1 artik bir R kiimesidir. (Ortiilii olarak bunu
>=R biciminde ifade edebiliriz.)

Ornek 11.2 A ={1,2,3,4} olsun. Asagidaki kiimeyi goz oniine alalim:
S ={(1,1),(1,3),(3,1),(3,3),(2,2),(2,4),(4,2),4,4)} cA x A.

Burada 1S1, 1S3, 4S2 fakat 384 ve 281 olur. S kiimesi hangi anlama gelir?
Bunun “ayni paritelidir” anlamina geldigini diigiinebiliriz. Boylece 1S1
ifadesi “1 ayni paritelidir 1”7 ve 4S2 ise “4 ayni paritelidir 2” anlamina gelir.

Ornek 11.3 Onceki iki 6rnekte verilen R ve S bagintilarim diigiinelim.
RNS ={(1,1),(2,2),(3,3),(3,1),(4,4),(4,2)} < A x A kiimesi de A iizerinde bir
bagintidir ve x(R nS)y ifadesi “x = y ve x ayni paritelidir y” anlamina gelir.
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Ornek 114 B= {0,1,2,3,4,5} olmak tizere asagidaki kiimeyi ele alalim:
U=1{(1,3),(3,3),(52),(2,5),(4,2)} <B xB.

U < B x B oldugu i¢in U kiimesi B iizerinde bir bagintidir. Bu bagintiya bir
“anlam” bulmakta zorlanabilirsiniz. Bir bagintinin her zaman bir anlam
olmas1 gerekmez. B x B kiimesinden rastgele secilen bir altkiime, bilinen
birseyi tanimlasin ya da tanimlamasin, daima bir bagintidir.

Baz1 bagintilar sekiller ile temsil edilebilir. Ornegin, yukarida verilen U
bagintisi icin B’nin elemanlar1 noktalar ile gosterilir ve x elemanindan y
elemanina cizilen bir ok ile (x,y) € U 6nermesi temsil edilir. Bu ok, x ile y
arasindaki bagin grafiksel semboliidiir. Iste U bagintisinin sekli:

0 1 2
m
3 4 5

Alfabede x harfinin y harfinden 6nce gelmesi xRy ile temsil edilsin. Buna
gore asagidaki sekil, A = {a,b,c,d} kiimesi iizerinde tanimh R bagintisim
gosterir. Tanim 11.1’e gére bu bagint1 R = {(a, b),(a,c),(a,d),(b,c),(b,d),(c,d)}
ile verilir. Bu seklin, bagintiy1 kiimeden daha iyi ifade ettigini hissedebilir-
siniz. Bunlar, ayn1 seyi farkli bicimde ifade etme yollaridir. Bazi1 bagintilar:
temsil etmek i¢in kiime yerine sekil ¢cizmek daha kullanighdar.

X

b c

Bagintilar: gorsel olarak temsil etmek icin bu tiir diyagramlar kullanigh
olsa da bunlarin sinirlamalari vardir. Ornegin A ve R sonsuz olsayd1 boyle
bir diyagram cizmek imkansiz olurdu. Boyle durumlarda, R kiimesini ifade
etmek icin ortak 6zellik yontemi ise yarayabilir. Simdi birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 11.5 R ={(x,y)€ZxZ:x~-yeN}cZx Z altkiimesini ele alalim. Bu
kiime, A = 7 tizerinde taniml1 > bagintisidir. Bu baginti sonsuzdur ¢linki
x >y olacak sekilde sonsuz sayida x ve y vardir.

Ornek 11.6 R = {(x,x): x € R} kiimesi R {izerindeki = bagintisidir ¢iinkii
xRy ile x = y aynm1 anlama gelir. Buna gore R kiimesi, reel sayilarin esitligini
ifade eden bagintidar.
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Boliim 11.1 Alistirmalar:

1.

9.
10.

11.

A ={0,1,2,3,4,5} olsun. A tizerinde tanimli > bagintisini ifade eden R kiimesini
yaziniz. Daha sonra bunu bir diyagram ile gosteriniz.

. A=1{1,2,3,4,5,6} olsun. A iizerinde tanimh | (bdler) bagintisim ifade eden R

kiimesini yaziniz. Daha sonra bunu bir diyagram ile gésteriniz.

. A={0,1,2,3,4,5} olsun. A iizerinde tanimh > bagintisim ifade eden R kiimesini

yaziniz. Daha sonra bunu bir diyagram ile gosteriniz.

. Asagida, A iizerinde taniml bir R bagintisi verilmistir. A ve R kiimelerini yaziniz.

Q Q¢
OO

A @ O

. Asagida, A iizerinde tamiml bir R bagintis: verilmistir. A ve R kiimelerini yaziniz.

0 1 2
]
ef; 4 5

. A =Z lizerinde 5 modiiliine gore denk olmak bir bagintidir. Bu bagintiya gére xRy

ile x = y (mod 5) ayn1 anlamina gelir. Ortak 6zellik yontemiyle R kiimesini yaziniz.

. A =7 uzerindeki < bagintisini, Z x Z kiimesinin bir R altkiimesi olarak yaziniz.

Bu kiime sonsuz oldugu i¢in ortak 6zellik yontemi kullanilmalidir.

. A={1,2,3,4,5,6} olsun. Dikkat edilecegi tizere @ < A x A oldugu i¢in A tizerindeki

bagintilardan bir tanesi de R = ¢ ile verilir. Bu bagintinin diyagramini ¢iziniz.
A ={1,2,3,4,5,6} kiimesi tizerinde birbirinden farkh ka¢ bagint: tanimlanabilir?

R =R xR)-{(x,x):x € R} =R xR olsun. Bu kiime, R iizerindeki hangi bagintidir?
Aciklayiniz.

Sonlu bir A kiimesi tizerinde birbirinden farkli ka¢ tane baginti tanimlanabilir?

Asagidaki alistirmalarda, R? = R x R veya Z2 = Z x Z kiimelerinin R ile verilen
altkiimeleri gri renkte gosterilmistir. Bunlarin her birindeki R altkiimesi, R veya
Z uzerindeki bilindik bir bagintiya karsilik gelir. Bu bagintilar: belirtiniz.

12.

13.

Richard Hammack Ispat Yontemleri



Bagintilarin Ozellikleri 205

11.2 Bagintilarin Ozellikleri

Eger R bir baginti ise xRy bir actk énermedir. Yani ya dogrudur ya yanhstar.
Ornegin 5 < 10 dogrudur fakat 10 < 5 yanhstir. (Dikkat edilirse + ve benzeri
igslemler birer baginti degildir. Mesela 5+ 10 dogru veya yanlis olmaktan
ziyade bir sayidir.) Bagintilar D/Y degerlerine sahip oldugu i¢in mantiksal
operatorler ile birlestirilebilir. Ornegin xRy = yRx bir 6nerme veya acik
onermedir. Bunun dogru ya da yanlis olmasi x ve y degerlerine baglidir.
Baz1 bagintilar digerlerinde olmayan ozelliklere sahiptir. Ornegin Z
iizerindeki < bagintisi, her x € Z i¢in x < x sartin1 saglar. Fakat < bagintis1
bu sart1 saglamaz ¢iinkii x < x 6nermesi hicbir zaman dogru degildir. Bir
bagintinin sahip olabilecegi ti¢ temel 6zellik asagida verilmistir.

Tanim 11.2 Bir A kiimesi tizerinde tanimli R bagintis: verilsin.

1. Her x€ A i¢in xRx ise R bagintis1 yansimalidir.
Bir bagka deyisle Vx € A,xRx ise R yansiyandir.
2. Her x,y € A i¢in xRy iken yRx ise R bagintis1 simetriktir.
Bir baska deyisle Vx,y € A,xRy = yRx ise R simetriktir.
3. Eger xRy ve yRz iken xRz ise R bagintis1 gecismelidir.
Bir bagka deyisle Vx,y,z € A, ((xRy) A(yRz)) = xRz ise R ge¢ismelidir.

Ornek olarak A = Z kiimesini ele alalim. Z iizerinde tamimh <, = ve |
bagintilar1 yansimahdir ¢linki her x € 7 i¢in x < x, x = x ve x| x 6nermelerinin
hepsi dogrudur. Fakat >, <, # ve t bagintilar1 yansimal degildir ¢linkii x < «,
x> x, x #x ve x{x onermelerinden hicbiri dogru degildir.

Dikkat edilirse # bagintis1 simetriktir ¢iinkii x # y ise y # x olmalidir.
Ayn gekilde x = y ise y = x oldugu icin = bagintis1 da simetriktir.

Diger taraftan < bagintisi simetrik degildir ¢iinkii x <y olmasi daima
y < x olmasin gerektirmez. Ornegin 5 < 6 dogrudur fakat 6 <5 yanlistir.
Dikkat edilecegi tizere bazi x ve y tamsayilar (6rnegin x =2 ve y = 2) icin
(x < y)=> (y <x) onermesi dogrudur ancak yine de < simetrik degildir ¢linki
bu 6nerme biitiin x ve y tamsayilari i¢in dogru degildir.

Ne zaman ki x < y ve y <z olsa o0 zaman x < z olacagi i¢in < bagintis1
gecismelidir. Benzer sekilde <, =, > ve = bagintilar1 gecismelidir. Asagidaki
tabloyu inceleyip, neyin neden oraya yazildigi konusunda emin olunuz.

Z uzerindeki bagintilar < < = | 1 #
Yansima hayir evet evet evet hayir hayr
Simetri hayir hayir evet hayir hayir evet
Gegigsme evet evet evet evet hayir hayr
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Ornek 11.7 A= {b,c,d,e} tizerindeki bir R bagintis1 asagida verilmistir:
R = {(b,b), (b,c), (c,b),(c,0), (d,d), (b,d),(d,b),(c,d), (d,c)}.

Bu bagint1 yansiyan degildir c¢linkii bRb, cRc ve dRd dogrudur fakat eRe
dogru degildir. Bir bagintinin yansiyan olmasi i¢in xRx onermesi her x € A
icin dogru olmak zorundadir.

Bu baginti simetriktir ¢iinkii ne zaman xRy olsa o zaman yRx olur. Bir
baska deyisle bRc ve cRb; bRd ve dRb; dRc ve cRd dogrudur. Ornegin
R’den (c,b) sirali ikilisi ¢ikarilirsa bu baginti simetri 6zelligini kaybeder.

Bu bagint1 gecismelidir ama bunu kontrol etmek biraz vakit alir. Bunun
icin (xRyAyRz)= xRz onermesi her x,y,z € A i¢cin dogrulanmalidir. Ornegin
x=b,y=cvez=d ise (bRcAcRd)= bRd onermesi (D AD)= D formundaki
dogru bir 6nermedir. Benzer sekilde (bRd AdRc) = bRc de (D AD)= D
formunda dogru bir 6nermedir. Eger x =b, y=evez =cise (bReneRc)= bRc
onermesi (Y AY) = D formundadir ve bu yine dogrudur. Cok eglenceli olmasa
da A’dan secilen herhangi iic¢ x, y,z elemaninin tim kombinasyonlari i¢in
(xRy A yRz) = xRz dogrulanabilir. (En azindan bunlarin birkagin1 deneyin.)

Ornek 11.7'deki R bagintisina bir anlam yiiklenebilir: xRy ifadesi, x ve y
harflerin ikisinin birden iinsiiz olmasi olarak diisiiniilebilir. Buna gore b ve ¢
insiiz olduklar: i¢in bRc olur. Fakat b ve e harflerinin ikisi birden iinstiz
olmadig icin bRe olur. Bu acidan bakildiginda R bagintisinin gecismeli
oldugu hemen goriiliir. Eger x ile y iki linsiiz ve y ile z iki insiiz ise 0 zaman
x ile z mutlaka iki tinsiiz olmalidir. Bu yaklasim, daha sonra gorecegimiz
bir noktaya isaret eder: Bir bagintinin manasini bilmek, onu anlamamiza
ve ilgili 6nermeleri ispatlamamiza yardimc olabilir.

Asagida, R bagintisina ait diyagram verilmigtir. Dikkat edilecegi lizere
R bagintisinin kiime ile gosteriminden ¢ok da agik olmayan bircok ozelligi
bu diyagramdan hemen goriilebilir. Ornegin e noktas: bir diigiime sahip
olmadig i¢in R yansimal degildir. Boylece eRe olur.

©)

& o)

Sekil 11.1: Ornek 11.7’de verilen R bagintis
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Bir bagintinin diyagramini kullanarak onun cesitli 6zelliklerini nasil
tespit edecegimiz asagida ozetlenmistir. Bunu Sekil 11.1 ile kargilagtirinmiz.

1. |Her x noktasinda... o x -+ bir diigiim O» - baginta
var ise... yansiyandir.
Bir x noktasindan ...y noktasindan basint
2. | bir y noktasina ok xe ey  x noktasina bir xe ey aglr,ll: )
oldugunda. .. ok var ise. .. simetriktir.
3 ). 2 y y
E’ger y ten’ Y ye.ve ...x’ten z’ye bir ...bagint1
y'den de z’ye birer o ) ecismelidir
ok varken. .. x 2 ok var ise... x » 8ecls .
3. (Gecigsmeli bagintida y y
x = z ise yani x’ten ...bu, x noktasinda ...anlamina
y’ye ve y’den de x’e diagum oldugu... gelir.)
birer ok var ise... x X

Yukaridaki 3 nolu kutunun alt kismindaki diyagrami goz 6niine alalim.
Gecisme o0zelligi, (xRy A yRx) = xRx olmasim gerektirir. Buna gore gecismeli
bir bagintida xRy ve yRx ise xRx olur. Yani x noktasinda bir digiim vardir.
Ayrica (yRx AxRy) = yRy olacagi i¢in y noktasinda da bir diigiim vardir.

Bu bicimdeki gorsel araclar aydinlatici olsa da bunlarin kullanim alani
sinirhidir ¢iinkii bagintilarin biiyiik bir kismi diyagramlarla temsil edileme-
yecek kadar biiyiik ve karmagiktir. Ornegin, n € N olmak iizere, = (modn)
bagintisi i¢in bir diyagram ¢izmek imkansizdir. Boyle bir bagintiy: teorik
(ve daha az gorsel) bir sekilde aciklamak en iyisidir.

Simdi = (mod ) bagintisinin yansiyan, simetrik ve gecismeli oldugunu
gosterelim. Bu isi bir diyagram kullanarak yapamayacagimiz bellidir. Bu
nedenle Tanim 11.2 ve = (modr) bagintisinin 6zelliklerini kullanarak yapa-
Iim. Bagintilar hakkindaki 6nermelerin nasil ispatlanacagini gésteren
bu 6rnege ozellikle dikkat edilmelidir.

Ornek 11.8 Asagidaki 6nermeyi ispatlayimiz.
Onerme Bir n € N verilsin. Z iizerinde taniml = (mod ) bagintis1 yansiyan,

simetrik ve gecismelidir.

Ispat. 11k 6nce = (modn) bagintisinin yansiyan oldugunu gosterelim. Her
x € Z i¢in n|0 oldugundan n|(x — x) yazilabilir. O halde n modiiliine gore
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denklik tanimindan x = x(mod ) elde edilir. Bu, her x € Z i¢in x = x (mod n)
oldugunu gosterir. Buna gore = (mod ) bagintis1 yansiyandir.

Sirada = (mod ) bagintisinin simetrik oldugunu gosterelim. Her x,y € Z
i¢in x = y(modn) ise y = x(mod n) oldugunu gostermeliyiz. Dogrudan ispat
yontemini kullanalim. Eger x = y (mod n) oldugu kabul edilirse » modiiliine
gore denklik tanimindan n |(x — y) yazilabilir. Boliinebilme tanimina gore
x—y = na olacak sekilde bir a € Z vardir. Bu egitligin her iki tarafi —1 ile
carpilarak y—x = n(—a) bulunur. Buradan n |(y—x) elde edilir. Bu, y = x(mod n)
anlamina gelir. O halde x = y (mod ) oldugunda y = x(mod n) olmalidir. Buna
gore = (mod n) bagintis1 simetriktir.

Son olarak = (mod n) bagintisinin gecismeli oldugunu gosterelim. Bunun
icin eger x = y(modn) ve y = z(mod n) ise x = z (mod n) oldugunu gostermeliyiz.
Yine dogrudan ispat yontemini kullanalim. Kabul edelim ki x = y (modn) ve
y =z (modn) olsun. Bu, n|(x—y) ve n|(y—z) anlamina gelir. Buradan x—y = na
ve y —z = nb olacak sekilde a ve b tamsayilar1 vardir. Bu iki esitlik taraf
tarafa toplanarak x—z = na+nb elde edilir. Buradan x—z = n(a+b) ve biylece
n|(x —z) elde edilir. Sonug olarak x = z(modr) bulunur. O halde = (modn)
bagintis1 gecismelidir.

Yukaridaki son ti¢ paragraf = (mod n) bagintisinin yansiyan, simetrik ve
gecismeli oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanmaistir. [ ]

Matematik 6grenmeye devam ettikce yansima, simetri ve gegisme 6zel-
liklerinin degisik bircok konuda 6zel anlam tagidiklarini goreceksiniz. Onii-
miizdeki boliim, sizi buna hazirlamak i¢in bunlarin ileri diizey o6zelliklerini
inceler. Ama once asagidaki alistirmalarin bazilar: tizerinde ¢aligin.

Boliim 11.2 Alistirmalar:

1. A={a,b,c,d} kiimesi tizerinde tanimlanan R = {(a,a),(b,b),(c,¢),(d,d),(a,b),(b,a)}
bagintisinmi ele alalim. R yansimali midir? Simetrik midir? Ge¢ismeli midir?
Eger bu 6zelliklerden biri saglanmiyor ise nedenini a¢iklayiniz.

2. A ={a,b,c} kiimesi tizerinde tamimlanan R = {(a,b),(a,c),(c,c),(b,b),(c,b),(b,c)}
bagintisimi ele alalim. R yansimal midir? Simetrik midir? Ge¢ismeli midir?
Eger bu ozelliklerden biri saglanmiyor ise nedenini ag¢iklayiniz.

3. A={a,b,c} kiimesi tizerinde tamimlanan R = {(a, b),(a,c),(c,b),(b,c)} bagintisim
ele alalim. R yansimali midir? Simetrik midir? Gegismeli midir? Eger bu 6zellik-
lerden biri saglanmiyor ise nedenini agiklayiniz.

4. A={a,b,c,d} kiimesi tizerinde tanimlanan

R :{(a,a),(b, b),(c, C)y(d’ d); (a> b)’(b:a)y(a’c)y(c>a)>
(a,d),(d,a),(b,c),(c,b),(b,d),(d,b),(c,d),(d,c)}
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

bagintisinmi ele alalim. R yansimali midir? Simetrik midir? Ge¢ismeli midir?
Eger bu 6zelliklerden biri saglanmiyor ise nedenini ac¢iklayiniz.

. Riizerinde tamimh R = {(0,0),(v/2,0),(0,v2),(v2, vV2)} bagintisini géz niine alalim.

R yansimali midir? Simetrik midir? Gec¢ismeli midir? Eger bu 6zelliklerden biri
saglanmiyor ise nedenini agiklayiniz.

. Z uzerinde tanimh R = {(x,x) : x € Z} bagintisin goz éniine alalim. R yansimal

midir? Simetrik midir? Ge¢ismeli midir? Eger bu 6zelliklerden biri saglanmiyor
ise nedenini ac¢iklayiniz. Bu baginti, bildigimiz hangi bagintidir?

. A ={a,b} tizerinde 16 farkli bagint: tanimlanabilir. Bunlarin hepsini a¢iklayiniz.

(Her biri i¢in bir diyagram ¢izmek yeterlidir ancak noktalarin isimlerini yazmay1
unutmayiniz.) Bunlardan hangileri yansiyandir? Simetriktir? Ge¢ismelidir?

. Z uzerinde “xRy ancak ve ancak |x —y| < 1” biciminde bir bagint1 tanimlansin. R

yansimali midir? Simetrik midir? Geg¢igsmeli midir? Eger bunlardan biri saglan-
miyor ise nedenini agiklayimiz. Bu baginti, bildigimiz hangi bagintidir?

. Z uzerinde “xRy ancak ve ancak x ile y ayn1 paritelidir” bigciminde bir baginti

tanimlansin. R yansimali midir? Simetrik midir? Gegismeli midir? Saglanmayan
bir 6zellik var ise sebebini ac¢iklayimiz. Bu baginti, bildigimiz hangi bagintidir?

Kabul edelim ki A # @ olsun. Dikkat edilirse @ < A x A oldugu i¢in A iizerin-
deki bagintilardan biri de R = @ ile verilir. R yansimali midir? Simetrik midir?
Gecismeli midir? Saglanmayan bir 6zellik var ise sebebini aciklayiniz.

A ={a,b,c,d} ve R ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d)} olsun. R yansimali midir? Simetrik
midir? Gegismeli midir? Saglanmayan bir 6zellik var ise sebebini aciklayiniz.
Z uzerinde taniml | (boler) bagintisinin yansimali ve gecismeli olugunu ispatla-
yiniz. (Eger nasil yapacaginizi bilmiyorsaniz Ornek 11.8 size yardimei olabilir.)

R iizerinde tanimh R = {(x,y) e Rx R:x — y € Z} bagintisim1 goz oniine alalim. Bu
bagintinin yansiyan, simetrik ve gecismeli oldugunu ispatlayiniz.

Bir A kiimesi tizerinde tanimli, simetrik ve gecigsmeli bir R bagintis: verilsin.
Eger her x € A i¢in aRx olacak sekilde bir a € A var ise R bagintisinin yansimal
oldugunu ispatlayiniz.

Ispatlayin ya da ciiriitiin: Simetrik ve gecismeli bir bagint1 yansiyandir.
Z iizerinde “xRy ancak ve ancak x? = y?(mod4)” biciminde bir bagint1 tanimlan-
sin. R bagintisinin yansimali, simetrik ve gecismeli oldugunu ispatlayiniz.

Yukarida verilen 8. aligtirmay: biraz degistirerek Z tizerinde “x ~ y ancak ve
ancak |x — y| < 1” biciminde yeni bir bagint1 tanimlayalim. Buna gore ~ bagintisi
yansimali midir? Simetrik midir? Geg¢ismeli midir?

Sayfa 205’de verilen tabloya gore Z uzerindeki bagintilar yansima, simetri ve
gecisme ozelliklerinin cesitli kombinasyonlarina sahip olabilir. Toplamda 23 =8
tane olan bu kombinasyonlarin 5 tanesi tabloda verilmistir. (Tablo, < ve | bagin-
tilari igin ayni tipte kombinasyon igcermektedir.) Eksik olan ii¢ kombinasyon i¢in
Z uzerinde tanimli baginti 6rnekleri bularak tabloyu tamamlayiniz.

Ucretsiz PDF siiriimii [@) ev-nc-no ]



210 Bagint

11.3 Denklik Bagintisi

Tamsayilar (ya da herhangi bir A) kiimesi iizerindeki = bagintis1 yansiyan,
simetrik ve gecismelidir. Yansiyan, simetrik ve gecismeli olan baska bir¢ok
bagint1 vardir. Matematikte, bu 6zelliklerin ticiine birden sahip olan bagin-
tilara c¢ok sik rastlanir ve bunlar ¢cogu zaman oldukca 6nemli roller oynar.
(Ornegin, = bagintisi icin bu kesinlikle dogrudur.) Bu tiir bagintilarin 6zel
bir ad1 vardir. Bunlara denklik bagintilar: denir.

Tanim 11.3 Bir A kiimesi tizerinde tanimli; yansiyan, simetrik ve ge-
cismeli bir R bagintisina denklik bagintis1 denir.

Ornegin A = {-1,1,2,3,4} iizerinde taniml ve birbirinden farkh Ry, R,
R3 ve R4 bagintilar: Sekil 11.2°de verilmistir. Bunlardan her birinin kendine
0zgil bir anlami vardir. Mesela ikinci satirdaki Rg bagintis1 “ayni paritelidir”
anlamina gelir. Buna gore 1R3 ifadesi “1 ayn: paritelidir 3” anlamina gelir.

R bagintisi Diyagram Denklik siniflar
(obiir sayfaya bkz.)

coittir” (<) VYY Iy

Ry ={(-1,-1),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} & o | B 4

“aynm1 paritelidir”
Ry = {(—1, -1),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),
(-1,1,(1,-1),(-1,3),(3,-1),
(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)}

{-1,1,3}, {2,4}

“ayn1 igaretlidir”

R3 = {(_17 _1)5(17 1)7(27 2)7 (3’ 3)’(454)5
(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(1,4),(4, 1),
(3,4),(4,3),(2,3),(3,2),(2,4),(4,2)}

“aym1 paritelidir ve ayn1 isaretlidir” @
Ry={(-1,-1),(1,1),(2,2),(3,3),4,4), é; é@ {-1}, {13}, {2.4

(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)}

{-1}, {1,2,3,4}

Sekil 11.2: A ={-1,1,2,3,4} kiimesi tizerinde tanimli bagint1 6rnekleri
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Yukaridaki diyagramlardan her bir bagintinin yansiyan, simetrik ve
gecismeli yani bir denklik bagintis1 oldugu kolaylikla goriilebilir. Ornegin
R; simetriktir ¢linkii xR1y = yR1x 6nermesi x = y i¢cin D = D (dogru) ve
x#yicin Y =Y (yine dogru) formunda bir 6nemedir. Benzer sekilde R
gecismelidir ¢iinkii (xR1y A yR12z) = xR1z 6nermesi daima D =D, Y = D
veya Y =Y formunda olan dogru bir énermedir. (Bunu kontrol et.)

Sekil 11.2’deki 6rneklerden goriilecegi tizere bir kiime tizerindeki denk-
lik bagintisi, o kiitmenin elemanlar1 arasinda ister gercek manada isterse de
(aynm1 pariteye sahip olmak gibi) zayif bir manada “aynilik” 6l¢lisiinii ifade
etme egilimindedir.

Simdi 6nemli bir tanim verme vakti geldi. Bir A kiimesi tizerindeki R
denklik bagintisi, A kiimesini denklik siniflar: olarak adlandirilan altkii-
melere ayirir. Iste tanim:

Tanim 11.4 Bir A kiimesi tizerinde R denklik bagintisi verilsin. Bira € A
ile denk olan elemanlarindan olusan {x € A : xRa} altkiimesine, a elema-
nini iceren denklik sinifi denir. Bu sinif [a] ile gosterilir. Boylelikle a
elemanini iceren denklik siifi [a] = {x € A : xRa} kiimesidir.

Ornek 11.9 Sekil 11.2'de verilen R; bagintisini ele alalim. Ornegin, 2
tamsayisin iceren denklik sinifi [2] = {x € A : xR12} kiimesidir. Bu baginti, 2
ile sadece kendisi arasinda bir bag kurdugu i¢in [2] = {2} olur. Bu bagintinin
diger denklik simflar1 [-1]1={-1}, [1]1= {1}, [3]1= {3} ve [4] = {4} kiimeleridir.
O halde R; bagintisina ait bes tane ayrik denklik sinifi vardir.

Ornek 11.10 Sekil 11.2'de verilen Ry bagintisini ele alalim. Ornegin, 2
tamsayisini iceren denklik sinifi [2] = {x € A : xR22} kiimesidir. Bu baginti,
2 tamsayisiyla 2 ve 4 arasinda bir bag kurdugu icin [2] = {2,4} olur. Ayrica,
[4] = {x € A : xR24} = {2,4} olur ve buradan [2] = [4] elde edilir. R bagintisinin
baska bir denklik simifi da [1]1= {x € A : xR21} = {-1,1,3} kiimesidir. Buna ek
olarak [1]1=[-1]1=[3]={-1,1,3} oldugu goriilebilir. Sonug olarak Ry baginti-
sina ait iki adet denklik simifi vardir. Bunlar {2,4} ve {-1,1,3} kiimeleridir.

Ornek 11.11 Sekil 11.2'de verilen R4 bagintisina ait ii¢ tane denklik sinifi
vardir. Bunlar [-1]={-1}, [1]1=[3] = {1,3} ve [2] = [4] = {2,4} kiimeleridir.

Sekil 11.2 sizi yaniltmasin. Bir denklik sinifi her zaman noktalar ve
oklardan olusan bir diyagram ile temsil edilemez. Bunun farkinda olmak
onemlidir. Ornegin, reel sayilardaki esitligi ifade eden R = {(x,x): x e R} gibi
oldukca basit bir baginti bile cizilemeyecek kadar biiytiktiir. Bu bagintiya
ait diyagram, her reel say1 i¢in bir nokta ve o nokta i¢in bir diigiim gerektirir.
Acikcasi bu noktalar ve digimler cizilemeyecek kadar coktur.
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Bu boliimii, sonsuz kiimeler tizerinde tanimh birka¢ denklik bagintis1
vererek bitirelim.

Ornek 11.12 Reel katsayili tiim polinomlarin kiimesi P olsun. P iizerinde
“Her f(x),g(x) € P i¢in f(x)Rg(x) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(x) ve g(x)
polinomlarinin ayni dereceli olmasidir” bigciminde bir baginti tanimlayalim.
Buna gore 6rnegin (x? +3x —4)R(3x% - 2) ve (x® + 3x2 —4)R(3x% —2) olur. Bunun
bir denklik bagintisi oldugunu gormek icin hizli bir zihinsel kontrol yeterli-
dir. (Bunu yapiniz.) R bagintisinin denklik siniflarini tarif etmek kolaydir.
Ornegin [3x2 + 2] denklik sinifi, derecesi 3x2 + 2 ile ayn1 olan polinomlarin
kiimesidir. Bir bagka deyisle, derecesi 2 olan tiim polinomlarin kiimesidir.
Bu kiimeyi, [3x% + 2] = {ax? + bx + ¢ : a,b,c € R,a # 0} bi¢ciminde yazabiliriz.

Ornek 11.13 Herhangi bir n dogal sayisina karsilik; = (mod n) bagintisinin
yansiyan, simetrik ve gecismeli oldugunu Ornek 11.8’de ispatladik. Yeni
tabirle, = (mod n) bagintis1 Z tizerinde bir denklik bagintisidir. Simdi n =3
secelim ve = (mod 3) denklik bagintisinin denklik siniflarini bulalim. Bunun
icin makul olan, 0 tamsayisini iceren denklik sinifiyla ise baglamaktir:

[0]1={x€Z:x=0(mod3)} ={xe€Z:3|(x-0)} ={xeZ:3|x}={...,-3,0,3,6,9,...}.

Boylelikle [0] sinifi, 3 tamsayisinin tiim katlarindan olusur. (Bir bagka
ifadeyle [0] sinifi, 3 ile bolindiigiinde 0 kalanini veren tiim tamsayilarin
kiimesidir.) Ustelik [0] = [3] = [6] = [9] vb. olur. Dikkat edilirse [0] kiimesi, 1
tamsayisini icermez. Bu yilizden simdi [1] denklik sinifina bakalim:

[1]={xEZ:xE1(m0d3)}={xEZ:3I(x—1)}={...,—5,—2,1,4,7,10,...}.

O halde [1] denklik sinifi, 3 ile boliindiigiinde 1 kalanini veren tamsayilarin
timiinden olusur. Dikkat edilirse 2 tamsayisi, ne [0] ne de [1] sinifina aittir.
Bu nedenle simdi [2] denklik sinifini1 bulalim:

[2]={x€Z:x=2(mod3)} ={xe€Z:3|(x-2)} ={...,-4,-1,2,5,8,11,...}.

O halde [2] denklik sinifi, 3 ile boliindiigiinde 2 kalanini veren tamsayilarin
timiinden olugur. Dikkat edilecegi iizere herhangi bir tamsay1 [0], [1] veya
[2] denklik siniflarindan birine aittir. Boylece denklik siniflarinin hepsini
listelemis olduk. Sonug olarak, = (mod 3) denklik bagintisina ait tami tamina
uc tane denklik sinmifi vardir.

Benzer sekilde, = (modn) denklik bagintisina ait n tane denklik sinifi
vardir. Bunlar [0],[1],[2], ..., [n — 1] kiimeleridir.
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Denklik bagintilari olduk¢a 6nemlidir. Aslinda farkina olmadan, hayati-
nizin biiyiik kisminda denklik bagintilarini kullandiniz. Ornegin, kesiler
ve denklik bagintilar:1 sezgisel olarak sarmag dolastir. Bunu gormek icin en
sade halde olmak zorunda olmayan tiim kesirlerin kiimesini ele alalim:

Fz{%:m,nez,n;éO}.

Bunu Q yerine, olas1 tiim kesirlerin kiimesi olarak diisiinelim. Ornegin %
ve % kesilerinin paylar1 ve paydalari birbirinden farkli oldugu i¢in bunlari
F kiimesinin (esit olmayan) farkli elemanlar: olarak gorebiliriz. Elbette ki
1 ve 2 sayilan esittir. Ancak bunlar farkl: kesirlerdir. Buna gore 1,2 € F
fakat 1 # 2 olur. (Yani bunlar F kiimesinde esit olmayan elemanlardur.)

Simdi F iizerinde “¢ = 5 ancak ve ancak ad = bc” bigiminde bir bagint
tanimlayalim. Ornegin 1-4 = 2-2 oldugu icin % = % olur. Benzer sekilde
-15-2 = -3-10 oldugu icin __—135 = % olur. Bu baglamda § = 7 olmasi i¢in
gerek ve yeter sart ¢ ve 7 sayilarinin esit olmasidir. Bu nedenle = bagintisi
farkli kesirlerin sayisal olarak esit olmasini modeller.

Dikkat edilirse = bagintis1 F tizerinde bir denklik bagintisidir. Bagint:
yansiyandir ¢iinkii herhangi bir { € F i¢in ab = ba olmas1 § = 7 olmasim
garanti eder. Bunun simetrik oldugunu gérmek i¢in ¢ = 2 oldugunu kabul
edelim. Buradan ad = bc veya cb = da yazilabilir. Bu da 5 = ¢ anlamina
gelir. Gecisme 6zelligi ise 16. aligstirma olarak size birakilmigtar.

Sonug olarak, giinliik hayatta kullandigimiz kesirlerdeki egitlik kavrami
bir denklik bagintisidir. Ornegin % kesrinin denklik sinifi, sayisal degeri
2 olan biitiin kesirlerin kiimesidir. Bu kiime {Z* : n € Z,n # 0} ile verilir.
Ozetlersek, esit kesirleri yillarca bu denklik bagintisi altinda aymi1 denklik
sinifinda bir araya topladik.

Analiz derslerinde de farkinda olmadan denklik siniflarini 6grendiniz.
Bir f fonksiyonun ters tiirevi [ f(x)dx ile gosterilir. Ters tiirev, tirevi f(x)
olan F(x)+ C formundaki fonksiyonlarin kiimesidir. Bu kiime, integrallene-
bilir fonksiyonlar kiimesinde bir denklik sinifidir. Farklar: sabit olan iki
fonksiyon ayni1 denklik sinifindadir. (Bunlar, ileri matematik derslerinde
daha acik bir sekilde goreceginiz bazi ince noktalardir.)

Bu ornekler 6nemli bir noktay: vurgular: Denklik bagintilari, matema-
tigin bircok alaninda kullanilir. Bu durum o6zellikle de denklik bagintilarin
(kesirler ve ters turevler gibi) dogal ve genis kapsamli yapilar icin dogru bir
arac oldugu ileri matematik alanlar: i¢in gecerlidir. Denklik bagintilarini
simdi 6grenmek, ileride alacaginmiz dersleri daha iyi anlamanizi saglar.
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Boliim 11.3 Alistirmalar:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

A ={1,2,3,4,5,6} iizerinde tanmimh bir R denklik bagintis1 asagida verilmistir:
R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(2,3),(3,2),(4,5),(5,4),(4,6),(6,4),(5,6),(6,5) }
Bu bagintiya ait denklik siniflarim listeleyiniz.

. A={a,b,c,d,e} kiimesi tizerinde iki tane denklik simfi olan R denklik bagintis1

verilsin. Eger aRd, bRc ve eRd ise bu bagintiy1 bir kiime olarak yaziniz.

. A={a,b,c,d,e} kiimesi tizerinde ii¢ tane denklik sinifi olan R denklik bagintisi

verilsin. Eger aRd ve bRc ise bu bagintiy1 bir kiime olarak yaziniz.

. A={a,b,c,d,e} kiimesi iizerinde bir R denklik bagntis: verilsin. Eger aRd, bRc,

eRa ve cRe ise bu bagintinin kag tane denklik sinifi vardir?

. A ={a,b} kiimesi tizerinde iki tane denklik bagintis1 tanimlanabilir. Bunlar1

tarif ediniz. Bunu diyagramlar cizerek yapabilirsiniz.

. A ={a,b,c} kiimesi tizerinde bes tane farkli denklik bagintis1 tanimlanabilir.

Bunlarin hepsini tarif ediniz. Bunu diyagramlar cizerek yapabilirsiniz.

. Z uzerinde “xRy ancak ve ancak 3x -5y cifttir” biciminde tanimli R bagintisinin

bir denklik bagintisi1 oldugunu gosteriniz ve bunun denklik siniflarimi bulunuz.

. Z iizerinde “xRy ancak ve ancak x? + y? ¢ifttir” biciminde tanimli R bagintisinin

bir denklik bagintisi oldugunu gésteriniz ve bunun denklik siniflarin1 bulunuz.

. Z uzerinde “xRy ancak ve ancak 4|(x + 3y)” bigiminde taniml bir R bagintisinin

bir denklik bagintisi oldugunu gosteriniz ve bunun denklik siniflarin1 bulunuz.

Bir A kiimesi tizerinde tanimli R ve S denklik bagintilar: verilsin. Buna gore
R NS kiimesinin de bir denklik bagintis1 oldugunu ispatlayiniz. (Ornek olarak
R, R3 ve R4 igin Ry N R3 = R4 ozelligine sahip olan Sekil 11.2°ye bakabilirsiniz.)
Ispatlayn ya da ciiriitiin: Eger R bagintisi, sonsuz bir A kiimesi iizerinde tanimli
ise R’nin sonsuz sayida denklik sinifi vardir.

Ispatlayn ya da ciiriitiin: Eger R ve S bir A kiimesi tizerinde denklik bagintilar
ise RuUS kiimesi de A tizerinde bir denklik bagintisidir.

Sonlu bir A kiimesi tizerinde tanimli ve her bir denklik simifinin kardinalitesi m
olan bir R denklik bagintis1 verilsin. |R| sayisini m ve |A| tiiriinden ifade ediniz.

Sonlu bir A kiimesi lizerinde yansiyan ve simetrik bir R bagintis1 verilsin. Aym1
kiime tuizerinde “xSy ancak ve ancak xRx1, x1Rxo, xoRx3, x3Rx4, ..., x,_1Rx, ve
x,Ry olacak sekilde n € N ve x1,xg,...,x, € A vardir” biciminde bir S bagintis:
tanimlansin. Buna gore S’nin bir denklik bagintis1 ve R = S oldugunu gosteriniz.
Ayrica A tizerinde tanimli denklik bagintilarindan, R bagintisin1 kapsayan en
kiicik tek bagintinin S oldugunu ispatlayiniz.

Sonlu bir A kiimesi tizerinde doért tane denklik sinifi olan bir R denklik bagintis1
verilsin. A tizerinde R =S sartimi saglayan kag farkli S denklik bagintis1 vardir?

Sayfa 213’de tanimlanan = bagintisinin ge¢ismeli oldugunu gosteriniz.
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11.4 Denklik Siniflar1 ve Ayrisim

Bu béliimde, denklik siniflarina ait gesitli 6zellikleri bir araya toplayacagiz.

Ik 6nce “[a] = [b] olmast i¢in gerek ve yeter sart aRb olmasidir” sonucunu
ispatlayalim. Bu sonug, [a] =[b] oldugu her zaman aRb oldugunu ve bunun
karsitim1 garanti eder. Baz1 durumlarda, bilgilerin birinden digerine gecis
yapmak faydali olabilir. Hatta ¢cogu zaman kendinizi bunu yaparken bula-
bilirsiniz. Bu sonucu ispatlarken, denklik bagintisinin (yansima, simetri ve
gecisme) ozelliklerinin ticinii de kullanacagimiza dikkat edilmelidir. Ayrica
[a] ve [b] kiimeleriyle ilgilenirken, Unite 8'de (Kiimeleri Iceren Ispatlar)
verilen bazi metodlar: kullanmak gerekecektir.

Teorem 11.1 Bir A kiimesi tizerinde R denklik bagintisi verilsinve a,b € A
olsun. Buna gore, [a] =[b] olmas1 i¢in gerek ve yeter sart aRb olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki [a] = [b] olsun. R yansiyan oldugu i¢cin aRa 6nermesi
dogrudur. Buna gore a € {x € A : xRa} = [a] = [b] = {x € A : xRb} yazilabilir.
Dikkat edilirse a € {x € A : xRb} olmasi aRb anlamina gelir. Boylece ispatin
ilk kismi tamamlanmis olur.

Karsit olarak, kabul edelim ki aRb olsun. Buna gore [a] =[b] oldugunu
gostermek gerekir. Bunu, [a] € [b] ve [b] < [a] oldugunu gostererek yapalim.

Once, [a] <[] oldugunu gésterelim. Kabul edelim ki c € [a] = {x € A : xRa}
olsun. O halde cRa dogrudur. R gecismeli olugu icin cRa ve aRb 6nermeleri
cRb olmasim gerektirir. Fakat cRb 6nermesi c € {x € A : xRb} = [b] anlamina
gelir. Boylelikle c € [a] ise c € [b] yani [a] <[b] elde edilir.

Simdi [6] < [a] oldugunu gésterelim. Kabul edelim ki ¢ € [6] = {x € A : xkRb}
olsun. O halde cRb dogrudur. Yaptigimiz ilk kabul geregi aRb ve R simetrik
oldugu icin bRa olur. R gecismeli oldugu icin ¢cRb ve bRa 6nermeleri cRa
olmasim gerektirir. Fakat cRa olmasi c € {x € A : xRa} = [a] anlamina gelir.
Boylelikle c € [b] ise c € [a] yani [b] < [a] elde edilir.

Onceki iki paragraftan [a] = [6] bulunur. [

Teorem 11.1’e 6rnek olarak, Ornek 11.13’te verilen = (mod 3) bagintisinin
denklik siniflar: ele alalim. Bu siniflardan biri asagida verilmigtir:

[-31=[91=1{...,-3,0,3,6,9,...}.

Teorem 11.1’de 6ngoriildugi gibi [-3]1=[9] ve —3 = 9(mod 3) olduguna dikkat
ediniz. Teorem, bunun tim denklik bagintilari i¢cin dogru oldugunu garanti
eder. Gelecekte, kendinizi siklikla Teorem 11.1’deki bu sonucu kullanirken
bulabilirsiniz. Zamanla dogal ve bilindik bir hale gelecek olan bu sonucu,
bir teorem bile oldugunu diisiinmeden, otomatik olarak kullanacaksiniz.
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Simdi bir kiime tizerinde tanimli denklik bagintisinin, o kiimeyi gesitli
denklik siniflarina ayirdigini gorelim. Bu tiir durumlar i¢in kullanilan
ozel iki kelime vardir. Bu kelimeler ile daha sonra alacaginiz matematik
derslerinde de karsilasacaginiz i¢cin onlardan burada bahsedelim.

Tanim 11.5 Bir A kiimesinin bostan farkli altkiimelerinden olusan
ve elemanlarinin birlesimleri A, ikigerli kesisimleri ¢ olan kiimeye A
kiimesinin bir ayrisimi veya parcalanisi denir.

Ornek 11.14 A= {a,b,c,d} olsun. A kiimesinin ayrigimlarindan bir tanesi
{{a,b},{c},{d}} kiimesidir. Bu ayrisim {a,b}, {c} ve {d} altkiimelerinden
olusur. Bu ¢ altkiimenin birlesimi A, ikiserli kesigimleri @’dir.

A kiimesinin diger ayrisimlarindan birkac1 asagida verilmistir:

{{a.0}{e.dl}, {Haseh {oh4d}} {{ah{bhiehAd)) {{a,b,e,dl)

Kabaca soylemek gerekirse ayrisim A kiimesinin parcalara ayrilmasidir.

Ornek 11.15 Sekil 11.2'de verilen denklik bagintilarini1 gz éniine alalim.
Her biri A ={-1,1,2,3,4} uzerinde taniml olan bu bagintilara ait denklik
siniflar1 seklin sag tarafinda listelenmistir. Dikkat edilecegi iizere denklik
siniflari, her durumda, A kiimesinin bir ayrisimim olusturur. Ornegin R,
bagintisi, A kiimesinin {{-1},{1},{2},{3},{4}} ayristmim verir. Ayn: sekilde
Ry bagintisina ait denklik simflar {{-1,1,3},{2,4}} ayrisimini olusturur.

Ornek 11.16 Ornek 11.13°de, Z iizerinde tanimh = (mod 3) denklik baginti-
sina ait denklik siniflarinin bulundugunu hatirlayiniz. Bu denklik siniflar,
Z kiimesinin agagidaki ayrigimim verir:

{{..-8,08,69,.}{.,-21,4710,.},{...,-1,2,5,8,11,...}}.

Bu ayrigimi daha derli toplu olarak {[0],[1],[2]} seklinde yazabiliriz.

Verdigimiz 6rnekler ve edindigimiz tecriibe; bir denklik bagintisina ait
denklik siniflarinin, o kiimenin bir ayrigimim olusturdugu izlenimini verir.
Bu gercekten de boyledir. Simdi bunu ispatlayalim.

Teorem 11.2 Bir A kiimesi iizerinde R denklik bagintisi verilsin. Bu bagin-
tinin {[a]: a € A} ile verilen denklik simiflarinin kiimesi, A’nin bir ayrigimidir.

Ispat. A kiimesine ait bir ayrisimin {lal:a € A} oldugunu ispatlamak icin
iki sey gosterilmelidir: Tim [a] denklik simiflarinin birlesimi A kiimesidir
ve [a] #[b] ise [alN[b] = @ olur.
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Tum [a] kiimelerinin birlesimi Ugcalal oldugu i¢in 6ncelikle Uzcalal = A
oldugunu kanitlamak gerekir. Kabul edelim ki x € Uyec4lal olsun. En az bir
a € A icin x € [a] vardir. Ama [a] € A oldugu icin x € A ve boylece Uzcalal € A
bulunur. Obiir yandan, kabul edelim ki x € A olsun. Dikkat edilirse x € [x]
oldugundan bir a € A icin x € [a] (yani a = x) yazilabilir. Buradan x € Uycalal
ve boylece A € Ugealal bulunur. Sonug olarak A =J,calal elde edilir.

Simdi [a] #[b] ise [a]lN[b] = @ oldugunu gosterelim. Bunu dolayl ispat
yontemiyle yapalim. Kabul edelim ki [a]n[b] = ¢ ifadesi dogru olmasin.
Buna gore c € [aln[b] olacak sekilde bir ¢ vardir. Buradan c € [a] ve ¢ € [b]
olur. R simetrik oldugu icin c € [a] ifadesi, 6nce cRa sonra aRc olmasini
gerektirir. Ayrica c € [b] olmas1 ¢cRb anlamina gelir. R gegismeli oldugu i¢in
aRc ve cRb 6nermeleri aRb olmasim gerektirir. Teorem 11.1’den dolay1 aRb
onermesi [a] = [b] anlamina gelir. Boylelikle [a] # [6] dogru degildir.

Yukarida, tiim denklik siniflarinin birlegsiminin A ve iki farkli denklik
sinifinin kesigsiminin @ oldugunu gosterdik. O halde denklik siniflarinin
kiimesi, A’'nmin bir ayrigimidir. [ ]

Teorem 11.2’ye gore A tizerinde tanimli herhangi bir denklik baginti-
sina ait denklik siniflari, A’nin bir ayrigimini olusturur. Buna kargilik A
kiimesinin herhangi bir ayrisimi1 “xRy ancak ve ancak x ile y ayn1 denklik
simifindadir” biciminde bir denklik bagintis1 tanimlar. (Bkz: Asagidaki 4.
aligstirma.) Denklik bagintilar1 ve ayrisimlar gercekten de ayni seye farkl
acidan bakma yollaridir. Gelecekteki matematiksel ¢caligsmalarinizda bu iki
bakis arasinda kolaylikla gecis yapabileceginizi goreceksiniz.

Bolim 11.4 Alistirmalar:
1. A ={a,b} kiimesinin biitiin ayrigimlarin listeleyiniz. Cevabinizi Bolim 11.3’deki
5. aligtirmanin cevabi ile kargilagtiriniz.

2. A ={a,b,c} kiimesinin biitiin ayrisimlarim listeleyiniz. Cevabinizi Bolim 11.3’deki
6. aligtirmanin cevabi ile kargilagtiriniz.

3. Z kimesinin = (mod 4) denklik bagintisina karsilik gelen ayrigimini yaziniz.

4. Bir A kiimesine ait P ayrisimi verilsin. A lizerinde “xRy ancak ve ancak x,y e X
olacak sekilde bir X € P vardir” ile taniml1 R bagintisinin bir denklik bagintisi
oldugunu ve R’nin denklik siniflarinin kiimesinin P oldugunu gosteriniz.

5. Tamsayilar kiimesine ait P = {{...,—4,—2,0,2,4,...},{...,—5,—3,—1,1,3,5,...}}
ayrisimin ele alalim. Denklik siniflar1 P'nin elemanlar1 olan denklik bagin-
t1s1 R olsun. Buna gore R denklik bagintisi, tanmidik olan hangi bagintidir?

6. Tamsayilar kiimesine ait P = {{0},{~1,1},{-2,2},{-3,8},{-4,4},...} aynsimm
ele alalim. Denklik siniflar1 P’nin elemanlar: olan R denklik bagintisini1 yazimz.
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11.5 Tamsayilarda n Modiilu

Ornek 11.8’de her n € N i¢in = (mod n) bagintisinin yansiyan, simetrik ve
gecismeli oldugunu gosterdik. Dolayisiyla bu bir denklik bagintisidir. Mate-
matikte olduk¢a 6nemli bir yere sahip olan bu bagintinin baz 6zellikleri
bu boliimde agiga ¢cikaralim.

Konuyu basit tutmak icin n = 5 oldugunu kabul edelim. Ilk 6nce, = (mod 5)
bagintisinin denklik siniflarina bakalim. Bu bagintinin asagida verildigi
gibi bes tane denklik sinifi vardir:

[0] = {xeZ:x=0(mod5)} = {xeZ:5|(x-0)} ={...,-10,-5,0,5,10,15,...}
[11={xeZ:x=1(mod5)} = {xeZ:5|(x-1)} ={..., -9, —4,0,6,11,16,...}
[2] = {xeZ:x=2(mod5)} = {xeZ:5l(x-2)} = {..., -8, -3,0,7,12,17,...},
[81={x€Z:x=3(mod5)} = {x€Z:5|(x-3)} ={..., -7, -2,0,8,13,18,...}
[4] = {x€Z:x=4(mod5)} = {xeZ:5|(x-4)} ={..., -6, -1,0,9,14,19,...}.

Bu siniflarin, tamsayilar kiimesini nasil ayristirdigina dikkat ediniz.
Denklik siniflar1 [0], [11, [2], [3] ve [4] olarak adlandirilmistir ancak bildiginiz
iizere bunu yapmanin baska yollar1 vardir. Ornegin [0] = [5] = [10] = [15] ve
[1]1=[6]1=1[4] vb. olur. Biz yine de bu bes denklik sinifin1 [0], [1], [2], [3] ve [4]
ile belirtelim.

Yukaridaki bes sinif, Z5 ile gosterilen bir kiime olusturur. Bu nedenle

75 =110, 111, [21, 3], [41}

kiimesi, bes tane kiimeden olusan bir kiimedir. Z5 hakkinda ilgin¢ olan
sey, elemanlar: birer kiime olsa da (say1 degil) onlar1 toplamak ve carpmak
miimkiindiir. Bunun icin Z5 iizerinde asagidaki toplama ve ¢capma kuralla-
rin1 tanimlayabiliriz:

[al+[b] [a+0b]
lal-[6] = [a-b]

Ornegin [2]+[1] = [2+ 1] = [3] ve [2]-[2] = [2-2] = [4] olur. Bu islemleri
yaparken, sayilar1 degil kiimeleri (daha dogrusu denklik siniflarini) top-
ladigimizi ve carptigimizi vurgulamak gerekir. Boylece Z5’in iki elemani
toplanarak (veya carplarak) yine Z5’in bir bagka elemani elde edilir.

Iste biraz karmagik bir ornek: [2]+[3] = [5]. Bu sefer [2],[3] € Z5 toplanip
[5] € Z5 elde edilir. Stiphesiz ki bu ¢ok kolay oldu. Ancak elde edilen [5]
cevabi Z5 = {[0],[1],[2],[3],[4]} kiimesinde acik bir gekilde listelenmemistir.
Bu nedenle, [5] = [0] oldugu icin [2] +[3] =[0] yazmak daha uygundur.
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Ayn1 mantikla, [6] = [1] € Z5 oldugu ic¢in [2]-[3] = [6] islemi [2]-[3] =[1]
seklinde yazilir. Bu konudaki becerilerinizi, Z5 i¢in asagida verilen toplam
ve carpim tablolarini dogrulayarak test edebilirsiniz.

+ [[0] [1] [2] [3] [4] - ([0] [11 [2] [3] [4]
[0l | [0 [1] (2] [3] [4] (01 | [0l [0] (o] (O] [O]
(11 | [1] [2] [3] [4] [O] [1] | [0] [1] [2] [3] [4]
(2] | [2] [3] [4] [O] [1] (2] | [0] [2] (4] [1I (3]
[31 | [3] [4] [0l [1] [2] [31 | [0] [3] [1] [4] [2]
[4] | [4] [0] [1] [2] (3] [4] [[0] [4] [3] (2] [1]

Z5 = {[0],[1],[2],[3],[4]} kiimesine tamsayilarin 5 modiiliine gore ka-
lan siniflarinin kiimesi denir. Yukaridaki tablolardan goriilecegi iizere
Z5 sadece bir kiimeden ibaret degildir. Kendi toplama ve ¢carpma kurallar:
olan kiiciik bir say1 sistemidir. Bu haliyle, toplama ve carpma iglemleriyle
donatilmis Z kiimesine benzer.

Burada secilen 5 sayisinin olagan dig1 bir 6zelligi yoktur. 7, kiimesi,
herhangi bir n dogal sayis1 icin asagidaki sekilde tanimlanabilir.

Tanim 11.6 Eger n € N ise = (modr) bagintisina ait denklik siniflar
[01,[11,[2],...,[n—1] kiimeleridir. Z,, = {[0],[1],[2],...,[n—1]} kiimesine, tam-
sayillarin n modiiliine gore kalan siniflar: denir. Z,, kiimesinin ele-
manlari [a] +[b] = [a + b] kural1 ile toplanir, [a]-[b] = [ab] kural1 ile ¢carpilir.

Her n dogal sayis1 icin Z,, kiimesi, n tane elemani olan bir say1 sistemidir.
Bu sistem; Z, R ve Q sistemlerinde var olan cebirsel 6zelliklerin bir¢coguna
sahiptir. Ornegin 7, iizerinde, [a]+[b]=[b]+[a] ve [a]l-[b] = [b]-[a] degisme
ozelliklerinin var olmasi size ¢ok acik gelir. Buna ek olarak [a]-([6]+[c]) =
[a]l-[b]+[al-[c] dagilma 6zelligi su sekilde dogrulanabilir:

[a]l-([6]1+[c])=lal-[b+c]
=[a(b +¢)]
=[ab+ac]
=labl+I[ac]
=[al-[b]+[a]-[c]

Tamsayilarin n modiilii olduk¢a 6nemlidir. Bu sistem, baz1 uygulamalar
icin Z veya R gibi diger say1 sistemlerinden daha uygundur. Eger soyut cebir
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dersi alirsaniz Z,, ve diger egzotik say1 sistemleriyle kapsaml bir sekilde
calismaniz gerekir. (Boyle bir derste, denklik bagintisi fikirinin yani sira,
ele aldigimiz tiim ispat yontemlerini de kullanmak gerekir.)

Bu bolumi, sizi daha once rahatsiz etmis olabilecek bir ayrintiy1 aciga
kavusturarak kapatalim. Bu ayrinti [a]+[b] = [a+b] ve [a]-[b] = [ab] igslemleri
ile ilgilidir. Denklik siniflar1 iizerinde tanimlanmais olan toplama ve carpma
islemleri, bu siniflardan secilen a ve b temsilci elemanlar: kullanilarak
yapilir. Ancak temsilci elemanlar: segmenin bir ¢ok farkl yolu oldugu i¢in
bu tanimlarinin tutarh olup olmadigini merak edebilirsiniz. Ornegin Alice
ve Bob, [2] ve [3] elemanlarin1 Z5 sisteminde carpmak istesin. Alice bu
iglemi [2]-[3] = [6] =[1] seklinde yaparsa cevap olarak [1] bulur. Bob ise bunu
farkl1 bir gekilde yapabilir: [2] = [7] ve [3] = [8] oldugu i¢in [2]-[3] islemini
[71-[8]1 = [56] seklide yaparsa 56 = 1(mod5) oldugu i¢in o da cevap olarak
[56]1=[1] bulur. Burada su soru akla gelir: Verdikleri cevap her zaman aym
midir yoksa sans eseri mi ayni ¢ikmigtir?

Gercek su ki carpma islemi Z,, iizerinde nasil yapilirsa yapilsin, cevap
hep aynidir. Bunu gérmek i¢in Alice ve Bob’un [a],[b] € Z,, elemanlarin
carpmak istediklerini ancak [a] = [a'] ve [b] = [b'] oldugunu kabul edelim.
Alice ve Bob carpma iglemini su sekilde yapar:

Alice: [al-[b]=[ab],
Bob: [a]-[6'1=[a’b].

Simdi, verdikleri cevaplarin ayni yani [ab] = [a'b'] oldugunu gosterelim.
Teorem 11.1 geregince [a] = [a'] ise a = a’(modn) olur. Buradan n|(a —a’)
yazabilir. O halde a —a’ = nk olacak sekilde bir £ tamsayis1 vardir. Benzer
sekilde [b]=[b']ise b =b'(modn) olur. Buradan n|(b —b') yazilabilir. O halde
b —b' = nl olacak sekilde bir / tamsayis1 vardir. Buna gore a = a’ + nk ve
b =b'+nl elde edilir. Bu iki say1 carpilarak

ab (@' +nk)d' +nl)

a'b'+a'nl +nkb +n2kl

bulunur ve buradan ab —a'd’ = n(a’l + kb’ + nkl) yazilabilir. Son esitlik,
nl(ab—-a'db’) yani ab = a’b’(modn) oldugunu gosterir. Buradan [ab] = [a'd’]
sonucuna ulagilir. Neticede Alice ve Bob hep ayn1 cevabi elde eder. Sonug
olarak 7, tizerinde tanimli ¢carpma islemi tutarlhidir.

Asagidaki 8. alistimada, 7, iizerindeki toplama igleminin tutarl oldu-
gunu gostermeniz istenecektir.

Richard Hammack Ispat Yontemleri



Kiimeler Arasindaki Bagintilar 221

Boliim 11.5 Alistirmalar:

Zs igin toplam ve ¢arpim tablolarini yazinz.
Z3 i¢in toplam ve ¢carpim tablolarini yazinmz.
Z4 i¢in toplam ve ¢carpim tablolarini yazinmz.
Zg igin toplam ve ¢carpim tablolarini yaziniz.
Eger [al,[b] € Z5 ve [a]-[b] = 0 ise [a] = 0 veya [b] = 0 olmasi1 gerekir mi?
Eger [al,[b] € Zg ve [a]-[b] = 0 ise [a] = 0 veya [b] = 0 olmasi1 gerekir mi?

NS ok W=

Asagidaki iglemleri Zg tizerinde yapiniz. Her bir durumda cevabinizi, 0 <a <8
olmak tizere, [a] biciminde yaziniz.

(a) [8]+[8] (b) [24]+[11] (c) [21]-[15] (d) [8]-[8]

8. Kabul edelim ki [a],[6]€ Z,, [a] =[a’] ve [b]=[b"] olsun. Alice, toplama iglemini
[al+[b]=[a + b] biciminde; Bob ise [a']1+[b'] = [a’ + b'] biciminde yapsin. Buna
gore [a + bl ile [a' + b'] ifadelerinin ayn1 oldugunu gosteriniz.

11.6 Kiimeler Arasindaki Bagintilar

Bu iinitenin basinda, bir A kiimesi tizerindeki bagintiy1 R € A x A altkiimesi
olarak tamimladik. Bu tanim, A kiimesinin elemanlarinin kendi aralarinda
kargilastirabildigi her durumu modelleyebilecek bir alan yaratir. Bu bag-
lamda xRy onermesi, A kiimesinin x ve y elemanlarini1 R semboliiniin karsit
taraflarinda barindirir ¢ciinkii R bagintis1 A kiimesinin elemanlarini kar-
silagtirir. Ancak bu sekilde kullanilamayacak olan baska bir¢ok baginti
sembolii vardir. Ornegin € sembolii icin 5 € Z 6nermesi, 5 ile Z arasindaki
bag ifade eder. (Bir baska deyisle 5 tamsayis1 Z kiimesinin bir elemanidir.)
Fakat 5 ile Z, dogal bir A kiimesinin elemanlar1 degildir. Bu zorlugun tiste-
sinden gelmek i¢in bir A kiimesi tizerinde tanimlanan baginti kavramini,
A kiimesinden B kiimesine bir baginti seklinde genelleyebiliriz.

Tanim 11.7 A kiimesinden B kiimesine bir baginti, R < A x B altkiime-
sidir. Daha once yapildig: gibi (x,y) € R 6nermesi xRy biciminde; (x,y) ¢ R
onermesi ise xRy biciminde kisaca yazilir.

Ornek 11.17 A ={1,2} ve B=2%(4) = {,{1},{2},{1,2}} olsun. Bu durumda
R ={(1,{1}),(2,{2}),(1,{1,2}), (2.{1,2})} = A x B altkiimesi A’dan B’ye bir ba-
gintidir. Buna gore 1R{1}, 2R{2}, 1R{1,2} ve 2R{1,2} olur. Ashnda R bagin-
tis1, A lzerindeki € bagintisidir. Bir baska deyisle xRX ile x € X aynidir.
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A kiimesinden B kiimesine taniml bir bagintinin diyagrami, A iizerinde
tanimli bir bagintinin diyagramindan faklidir. A’dan B’ye tanimli bir bagin-
tida iki tane kiime oldugundan bu kiimeler i¢in ayr1 noktalar cizilir. Daha
sonra, eger xRy ise x noktasindan y noktasina bir ok ¢izilir. Asagidaki sekil,
Ornek 11.17 icin ¢izilen diyagrami gosterir.

Sekil 11.3: A kiimesinden B kiimesine bir bagint1

Bu unitedeki fikirler, (ister =, <, =, |, € veya < gibi bilinen isterse de daha
egzotik olan) her bagintinin sadece bir kiime oldugunu gosterir. Bu nedenle
bagint1 teorisi, kiimeler teorisinin bir parcasidir. Bu fikir, 6nimiizdeki
unitede fonksiyonlar adi verilen 6nemli bagka bir matematiksel yapiya
temas edecektir. Bir fonksiyonu, bir kiimeden bagka bir kiimeye 6zel bir
bagint1 olarak tanimlayacak ve bu baglamda her fonksiyonun gercekte bir
kiime oldugunu gorecegiz.
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UNITE 12

Fonksiyon

Analiz ve cebir derslerinden bildiginiz iizere fonksiyonlar matematikte
onemli bir rol oynar. Bir fonksiyonu, iki (veya daha fazla) nicelik arasin-
daki iligkiyi ifade eden bir formiil olarak diistinebilirsiniz. Takdir edersiniz
ki nicelikler arasindaki iligkiler tiim bilim dallarinda ¢ok énemlidir. Bu
nedenle fonksiyonlarin 6nemli olduguna dair kimsenin sizi ikna etmesine
gerek yoktur. Buna ragmen fonksiyonlarin 6neminin tam anlamaiyla far-
kinda olamayabilirsiniz. Fonksiyonlar, sayisal ilisikileri ifade etmekten ¢ok
daha o6tedir. Genel anlamda, fonksiyonlar degisik matematiksel yapilar:
iligkilendirebilir ve karsilagtirabilir. Matematik bilgi diizetiniz arttik¢a
bunu daha iyi goreceksiniz. Buna katk: saglamak ic¢in fonksiyonlar1 genel
ve ¢cok yonlu bir sekilde aragtiracagiz.

Kiumeler arasindaki bagint1 kavrami (Tanim 11.7) burada 6nemli bir
rol oynar. O kavrami hizl bir gsekilde gozden gecirmek faydali olabilir.

12.1 Fonksiyon

Tamdik bir noktadan baslayalim. Reel sayilardan kendisine taniml f(x) = x2
fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonun grafigi, R = {(x,x?):x e R} R xR
ile verilen noktalar kiimesidir.

R

(x,x2)

Z R
X

Sekil 12.1: Tanidik bir fonksiyon

Unite 11’de verilen bilgiler dogrultusunda, f fonksiyonuna yeni bir gozle
bakabiliriz. Bu fonksiyonun grafigi olan R <R x R altkiimesi, R tizerinde bir
bagintidir. Aslinda, birazdan gorecegimiz tizere, fonksiyonlar 6zel bir baginti
tiridir. Ancak net tanimini vermeden 6nce, bagka bir 6rnege daha bakalim.
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Bir n tamsayisini |n|+2 dogal sayisina dontistiren f(n) = |n|+2 fonksiyonunu
ele alalim. Bu fonksiyonun grafigi, R = {(n,|n|+2):n e N} € Z x N kiimesidir.
N

A
® O O 060 O O o e

o e o o5<f> o o e o
o o e o4<f> o e o o
o o o o3<f> e O O o
o o o ozé o o o o
o o o 01<:> o o o o

0010202000 > 7
2 -1 0 1 2 3 4

S O
'

w ©
N ©

Sekil 12.2: f(n) = |n| + 2 olarak tanimli f: Z — N fonksiyonu

Sekil 12.2°de R kiimesi, Z x N tizerindeki koyu noktalarla gosterilmistir.
Dikkat edilecek olursa R sadece tek bir kiime iizerinde bir bagint1 degildir.
Girdi degerlerinin kiimesi Z ile ¢ikt1 degerlerinin kiimesi N birbirinden
farklidir. Bu nedenle, R = Z x N grafigi Z’den N’ye bir bagintidrr.

Bu ornek ti¢ noktaya isaret eder. Birincisi, fonksiyon bir A kiimesinin
elemanlarini bir B kiimesinin elemanlarina gonderir. (Yukaridaki f i¢in
A =7 ve B = N'dir.) Ikincisi, boyle bir fonksiyona A’dan B’ye bir bagint1
goziiyle bakilabilir. Uciinciisii, her n girdi degerine karsilik sadece bir tane
f(n) cikt1 degeri vardir. Bu durum, diisey dogru testi olarak bilinen basit
bir testle aciklanabilir: Her diisey dogru, bir fonksiyonun grafigini en fazla
bir noktada keser. Boylece her x girdi degeri i¢cin grafik iizerinde sadece bir
tane (x, f(x)) noktasi vardir. Simdi bu kavramlar: iceren ana tanimi verelim.

Tanim 12.1 A ve B herhangi iki kiime olsun. Her a € A i¢in (a,b) formunda
sadece bir tane siral ikili iceren f € A x B bagintisina A kiimesinden B
kiimesine bir fonksiyon denir. (Bu fonksiyon f : A — B ile gosterilir.)
Ayrica (a,b) € f 6nermesi kisaca f(a) = b seklinde yazilir.

Ornek 12.1 Sekil 12.2°de grafigi verilen f : Z — N fonksiyonunu ele alalim.
Tanim 12.1 uyarinca f fonksiyonu, kendi grafigi tizerindeki noktalarin
kiimesidir. Buna gore f = {(n,|n|+2):n € Z} = ZxN olur. Z’den N’ye bir bagint1
olan bu kiime, her a € Z i¢in, ilk koordinati a olan sadece bir tek (a,|a| +2)
siral1 ikilisi icerir. Ornegin (1,3) € f oldugu icin f(1) =3 ve (-3,5) € f oldugu
icin f(-3) =5 yazilir. Genel olarak (a,b) € f ifadesinden, f fonksiyonunun a
girdi degerini b ¢ikt1 degerine gonderdigi anlagilir ve bu f(a) = b ile gosterilir.
Bu fonksiyon, bir formiille ifade edilebilir: Her n girdisine karsilik |n|+2 ¢ikt1
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degerini verdigi i¢in f(n) = |n|+ 2 yazilabilir Bu bilgilerin tamama, cebir ve
analiz derslerinde fonksiyonlar hakkinda gordiiklerimizle ortiisiir. Aradaki
tek fark, fonksiyonlar: ayn1 zamanda birer baginti olarak yorumlamaktir.

Tanim 12.2 Bir f: A — B fonksiyonu verilsin. A kiimesine, f fonksiyo-
nunun tanim kiimesi denir. (Tanim kiimesi, olas1 “girdi” degerlerinin
kiimesidir.) B kiimesine f fonksiyonunun deger kiimesi denir. Ayrica,
{f(@):a€A}=1{b:(a,b)€ f} kiimesine f fonksiyonunun goriintii kiimesi
denir. (Goriuntiu kiimesi, olas1 “cikt1” degerlerinin kiimesidir. Deger kii-
mesi ise ¢iktilar i¢in bir anlamda “hedef” kiimesidir).

Ornek 12.1’de f(n) = |n| +2 kurali ile tanimlanan f : Z — N fonksiyonun
tanim kiimesi Z, deger kiimesi N'dir. Goriinti kiimesi ise {f(a):a € Z} =
{lal+2:a €z} ={2,3,4,5,...} ile verilir. Dikkat edilirse gorinti kiimesi,
deger kiimesinin bir altkiimesidir fakat deger kiimesine esit degildir. Genel
olarak goriinti kiimesi, deger kiimesinin bir altkiimesidir. O halde goriinti
kiimesini iceren herhangi bir kiime deger kiimesi olabilir. Bu nedenle f
fonksiyonu f:Z — Z veya f : Z — R olarak da verebilir.

Su ana kadar, tanim ve deger kiimeleri sayilardan olusan érnekler ver-
dik. Siradaki 6rnekte oldugu gibi bu her hep boyle olmak zorunda degildir.

Ornek 12.2 A= {p,q,r,s} ve B=1{0,1,2} olsun. Asagidaki kiimeyi ele alalim:
f= {(p,O),(q,1),(r,2),(s,2)} cAxB.

A kiimesindeki her eleman, f kiimesindeki sirali ikililerin ilk bileseni olacak
sekilde sadece bir kez kullanilmigtir. O halde f : A — B bir fonksiyondur ve
f(p)=0,f(q)=1, f(r)=2, f(s) =2 yazilabilir. Dikkat edilirse f fonksiyonunun
tamim kiimesi {p,q,r,s}, deger ve gorinti kiimeleri ise {0,1,2} ile verilir.

Bu 6rnekte oldugu gibi eger A ve B birer say1 kiimesi degil ise f: A — B
fonksiyonuna geleneksel manada bir grafik ¢cizmek zordur. Sekil 12.3(a)'da
f fonksiyonuna bir grafik ¢izmek i¢in tesebbiiste bulunulmustur. Bunun
icin A ve B kuimeleri sanki x ve y eksenleriymis gibi siralanip A x B kartez-
yen carpimi diizgiin bir sekilde sekile yerlestirilmistir. Sonra da f <A xB
altkiimesi kesikli cizgiler icine alinmigtir. Bu gosterim, f fonksiyonunun
“grafigi” olarak diisiiniilebilir. Daha dogal bir gosterim Sekil 12.3(b)’de ve-
rilmigtir. Bu gosterimde, A ve B kiimeleri yan yana ¢izilerek a noktasindan
b noktasina ¢izilen bir ok ile f(a) = b ifadesi temsil edilmigitr.
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B/ ,---.
(p,0)\(q,0) (r,0) (s,0)

~
~

(p,l)\i(q,li‘\(r,l) (s,1)

=~ ~

(a) (b)
Sekil 12.3: £ = {(p,0),(g,1),(r,2),(s,2)} fonksiyonunun iki farkh gosterimi

Genel olarak analizde veya cebirde kargilastiginiz tiirde bir f: A — B
fonksiyonu i¢in en iyi gorsel aciklamay: geleneksel anlamda ¢izilen grafik
sunar. Fakat A ve B sonlu ya da keyfi secilen kiimeler ise f fonksiyonunu
oklar ile tarif etmek, onu géstermenin cogu zaman en uygun yoludur.

Tanim 12.1’e gore bir fonksiyonun gercekten de 6zel bir kiime oldugunu
tekrar vurgulayalim. Her f : A — B fonksiyonu, A x B kartezyen ¢carpiminin
bir altkiimesidir. Buna karsilik analiz ders kitaplari, buytik olasilikla, bir
fonksiyonu belirli bir “kural” olarak tanimlar. Bu bakis acis1 ilk birkacg
donemde verilen analiz dersleri icin yeterli olsa da ileri seviye matematik
calismak icin yeterli degildir. Buradaki sorun “kural” kelimesinin belirsizlik
icermesidir. Bir fonksiyonu kiime olarak tanimlamak, bu belirsizligi ortadan
kaldirir. Boylece fonksiyonlar somut birer matematiksel nesneye dontsiir.

Buna ragmen pratikteki egilim, fonksiyonlar1 kurallar olarak diisiinme
yoniindedir. Ornegin f(x) = |x| + 2 formiilii ile verilen f : Z — N fonksiyonunu,
(n,|n|+2) formundaki siral ikililerin kiimesi yerine, her x € Z tamsayisim
lx| +2 € N dogal sayisina gonderen bir kural olarak distiniiriiz. Aslinda
(bu kitapta oldugu gibi) fonksiyonlarin teorik yapilarinin anlagilmasi veya
yorumlanmasi gereken durumlarda Tanim 12.1 kullanighdir. Bu tanim,
fonksiyonlar1 basit bir sekilde diisiinebilmek i¢in gereken temeli olusturur.
Ornegin, reel sayilardan yine reel sayilara taniml tiim fonksiyonlarin
kiimesi gibi bir S kiimesi iizerinde c¢alistigimizi diisiinelim. Tanim 12.1
olmadan S kiimesinin elemanlarin ne tiir nesler oldugu cok acik degildir.
Fakat Tanim 12.1 bize elemanlarin ne oldugu konusunda bilgi verir: Her
eleman, bir f <R x R altkiimesidir. Sonug¢ olarak S kiimesini bir “kurallar”
toplulugu olarak diisinmekte 6zguriiz fakat daha detayl bir inceleme
gerektiren durumlarda Tanim 12.1’i kullanabiliriz.
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Siradaki 6rnek, notasyonla ilgili bir noktay isaret eder. Tanim kiimesi
bir kartezyen carpim olan f : Z2 — Z fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon,
bir (m,n) € Z? sirali ikilisini girdi olarak alir ve onu f((m,n)) € Z? elemanina
gonderir. Notasyonu basitlestirmek i¢in, f(x) yerine fx yazmaya benzese
de, f((m,n)) yerine f(m,n) yazilir. Ayrica, fonksiyonlari gostermek icin su
ana kadar f, g ve h harflerini kullanmis olsak da bagka makul sembollerin
kullanilabilecegini belirtmek gerekir. Ornegin Yunan alfabesinin ¢ ve 0
gibi harfleri olduk¢a yaygin olarak kullanilir.

Ornek 12.3 Bir ¢ : 72 — 7 fonksiyonu ¢(m,n) = 6m —9n ile tanimlansin.
Bu fonksiyon, bir kiime olarak ¢ = {((m,n),6m —9n) : (m,n) € 22} c 72 x 2
bi¢iminde yazilabilir. Buna gore ¢ fonksiyonunun goriintii kiimesi nedir?

Dikkat edilirse herhangi bir (m,n) € Z2 icin ¢(m,n) = 6m —9n = 3(2m — 3n)
degeri 3’iin bir katidir. O hilde goriintii kiimesindeki her say1 3’tin bir katidir.
Boylece goriintii kiimesi, 3’tin biitiin katlarinin kiimesinin bir altkiimesidir.
Diger taraftan b = 3% sayis1 3’iin bir kat1 ise ¢(—k,—k)=6(—k)—9(k) =3k =b
olur. Buna gore 3’tin biitiin katlar1 ¢ fonksiyonunun goriintii kiimesindedir.
Bu nedenle ¢ fonksiyonunun goériintii kiimesi {3% : k € Z} olmalidur.

Bu bolimi, f: A — B ve g: C — D fonksiyonlarinin egitliginden bahsede-
rek bitirelim. Tanim 12.1’e gére f ve g fonksiyonlari, fcAxBve g<CxD
altkiimeleridir. Eger f ve g kiimeleri esit ise f ve g fonksiyonlarinin da egit
olacagini soylemek gayet mantiklidir.

O halde £ ={(1,a),(2,0),(3,b)} ve g ={(3,0),(2,a),(1,a)} fonksiyonlar: esit-
tir ¢ciinki f ve g kiimeleri aynidir. Bu iki fonksiyonun tanim kiimesi, yani
(x,y) € f = g swrali ikililerindeki ilk x bilesenlerinin kiimesi, A = {1,2,3}
kiimesidir. Egit fonksiyonlarin tanim kiimeleri ayni1 olmak zorundadar.

Sonug olarak f = g ifadesi, her x € A icin f(x) = g(x) olmas1 anlamina
gelir. Bu kavramlar1 agagidaki tanim ile toparlayalim.

Tanim 12.3 Herhangi iki f: A — B ve g: A — D fonksiyonunun esit
olmasi icin gerek ve yeter sart her x € A icin f(x) = g(x) olmasidir.

Dikkat edilecegi lizere deger kiimeleri farkli olan iki fonksiyon esit
olabilir. Ornegin f(x) = |x| +2 ve g(x) = |x| + 2 biciminde tanimh f:Z — N
ve g:Z — Z fonksiyonlarini ele alalim. Bu fonksiyonlarin deger kiimeleri
farklidir. Ancak tanim kiimelerindeki her x i¢in f(x) = g(x) oldugundan
bu iki fonksiyon egittir. Egit fonksiyonlarin farkli deger kiimelerine sahip
olmas sizi rahatsiz ettiyse 225. sayfadaki gozlemi hatirlayin. Deger kii-
mesi, bir fonksiyonun kendine 6zgii bir 6zellik olmaktan ziyade biraz tercih
meselesidir. (Gorunti kiimesini iceren her kiime, bir deger kiimesi olabilir.)
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Boliim 12.1 Alistirmalar:

1. A={0,1,2,3,4} ve B ={2,3,4,5} ise f = {(0,3),(1,3),(2,4),(3,2),(4,2)} fonksiyonunun
tamim ve goriinti kiimelerini belirtiniz. Sonra da £(2) ve (1) degerlerini bulunuz.

2. A ={a,b,c,d} ve B ={2,3,4,5,6} ise f = {(a,2),(b,3),(c,4),(d,5)} fonksiyonunun
tanmim ve gorintii kiimelerini belirtiniz. Sonra da £(b) ve f(d) degerlerini bulunuz.

3. Birbirinden farkh dért tane £ : {a,b} — {0,1} fonksiyonu vardir. Bunlarin hepsini
listeleyiniz. Bu isi diyagram kullanarak yapabilirsiniz.

4. Birbirinden farkl sekiz tane f : {a,b,c} — {0,1} fonksiyonu vardir. Bunlarin
hepsini listeleyiniz. Bu isi diyagramlar kullanarak yapabilirsiniz.

5. A ={a,b,c,d} ve B={d,e} olsun. A’dan B’ye fonksiyon olmayan bir bagint: yazimz.

6. Bir f:Z — Z fonksiyonu f = {(x,4x+5) : x € Z} olarak tanimlansin. Bu fonksiyonun
tamim, deger ve goriintii kiimelerini belirtiniz. Sonra da f(10) degerini bulunuz.

7. f={(x,y)€ZxZ:3x+y=4} kiimesi Z’den Z’ye bir fonksiyon mudur? Aciklayiniz.

®

. f={(x,y)€ZxZ:x+3y=4} kiimesi Z’den Z’ye bir fonksiyon mudur? A¢iklayinz.
9. f={(x?x):xeR} kiimesi R'den R’ye bir fonksiyon mudur? Agiklayiniz.
10. £ ={(x3,x):x € R} kiimesi R’den R'ye bir fonksiyon mudur? A¢iklayiniz.

11. Kabul edelim ki 6 = {(X,|X|): X < Z5} olsun. Bu kiime bir fonksiyon mudur? Eger
fonksiyon ise tanim ve goriinti kiimeleri nedir?

12. Kabul edelim ki 6 = {((x,y),(3y,2x,x + y)) : x,y € R} olsun. Bu kiime bir fonksiyon
mudur? Eger fonksiyon ise tanim ve gorintii kiimeleri nedir?

12.2 Birebir ve Orten Fonksiyonlar

Cebir ve analiz derslerinden hatirlayacaginiz tizere fonksiyonlar birebir
ve orten olabilir. Bu kavramlar, bir fonksiyonun tersinin olup olmadigim
belirler. Simdi bunlara bir goz atalim. Ileri matematikte birebir yerine
injektif: orten yerine de surjektif kelimeleri siklikla kullanilir.! Iste tanim:

Tanim 12.4 Bir /: A — B fonksiyonu verilsin.
1. Hera,a' € Avea #ad'igin f(a) # f(a’) ise f birebirdir (veya injektiftir).

2. Her b € B i¢in f(a) = b olacak sekilde bir a € A var ise f ortendir (veya
surjektiftir).

3. Eger f birebir ve orten ise bir eslemedir (veya bijektiftir).

Tanim 12.4 agagida gorsel olarak aciklanmistir. Isin 6zii itibariyle bire-
birlik, A’nin esit olmayan elemanlarinin B’deki esit olmayan elemanlara

Linjektif, surjektif ve bijektif kelimeleri Ingilizcede yaygin olsa da Tiirkcede pek tercih
edilmez. Bu nedenle kitabin cevirisinde birebir, érten ve esleme kelimeleri kullanilmigtar.
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gitmesidir. Ortenlik ise B’deki her elemani isaret eden bir ok olmasidir. Bir
bagka deyisle, a € A olmak tizere, B’deki her eleman bir f(a) degerine esittir.

A B A B
Birebirlik: Her  olmas1
a,a' €A igin ... fakat ... ...olmamasidir.
A B A B
Ortenhk:.Her ...i¢cin ... ...olmasidir.
beByani...

Daha somut érnekler icin f(x) = 22 ve g(x) = x° ile tanimh f,g: R — R
fonksiyonlarini ele alalim. Dikkat edilirse —2 # 2 fakat f(—2) = f(2) oldugu
icin f birebir degildir. Ayrica f 6rten de degildir ¢iinkii b = —1 (veya herhangi
bir negatif say1) icin f(a) = b olacak sekilde bir a € R yoktur. Ote yandan
g(x) = x® fonksiyonu hem birebir hem de 6rtendir. Yani bir eslemedir.

Bir fonksiyonun orten olup olmamasi onun deger kiimesine baglhdar.
Ornegin, f(x) = x% fonksiyonu f : R — R iken 6rten degildir ama f : R — [0,00)
iken ortendir. Orten bir fonksiyondan bahsederken, aklimizda mutlaka
belli bir deger kiimesi olmalidir.

Bir fonksiyonun sahip olabilecegi dort olasi birebir/6rten kombinasyonu
vardir. Bunlar, agagida verilen dort A — B fonksiyonu ile gosterilmistir. 11k
siitundaki fonksiyonlar birebirdir, ikinci siitundakiler birebir degildir. Ilk
satirdaki fonksiyonlar 6rtendir, ikinci satirdakiler 6rten degildir.

Birebir Birebir degil
(Injektif) (Injektif degil)

A B A B

Orten T T
(Surjektif) .
Esleme (Bijektif)

A B A B
Orten degil ~ ot
(Surjektif degil) -

Hazir burdayken belirtelim: Tanimi geregi, bir fonksiyonun érten olmasi
icin gerek ve yeter sart deger kiimesinin goriintii kiimesine egit olmasidir.
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Cogu zaman, belli bir f : A — B fonksiyonunun birebir oldugunu goster-
mek gerekir. Boyle bir durumda, Tanim 12.4 geregince, her a,a’ € A i¢in
(a #a') = (f(a) # f(a") kosullu 6nermesinin dogru oldugunu ispatlamak
gerekir. Bunun i¢in kullanilan iki temel yaklagim agagida 6zetlenmistir.

Bir f: A — B fonksiyonunun birebir oldugu nasil gosterilir:

Dogrudan Yaklasim: Kabuledelimki| | Dolayli Yaklasim: Kabul edelim ki
a,a’ € A ve a #a’ olsun. a,a’ € A ve f(a) = f(a') olsun.
Bu nedenle f(a) # f(a’) olur. Bu nedenle a = a’ olur.

Bu iki yaklagim arasindan, 6zellikle f fonksiyonu cebirsel bir formiil ile
tanimlanmais ise, dolayl yaklagimi kullanmak daha kolaydir. Bunun sebebi
sudur: Dolayh yaklagim f(a) = f(a') esitligi ile baglar ve a = a’ egitligi ile biter.
Cebirden bilindigi tizere, esitliklerle ugrasmak esitsizliklerle ugrasmaktan
genelde daha kolaydir.

Bir fonksiyonun birebir olmadigini gostermek i¢in (a # a’) = (f(a) # f(a'))
onermesi ciiriitiilmelidir. Bunun i¢in a # o’ fakat f(a) = f(a’) olacak sekilde
iki a,a’ € A bulmak yeterlidir.

Simdi, f: A — B fonksiyonunun érten oldugunu nasil gosterecegimize
bakalim. Tanim 12.4’e gore Vb € B,3a € A, f(a) = b 6nermesini ispatlamak
gerekir. Bunu sozel olarak ifade edelim: Her b € B i¢in f(a) = b sartin1 sagla-
yan (b elemanina bagl olabilecek) en az bir a € A var oldugunu ispatlamak
gerekir. Bunun ana hatlar1 su sekildedir.

Bir f: A — B fonksiyonunun 6rten oldugu nasil gosterilir:

Kabul edelim ki b € B olsun.
[f(a)=b olacak sekilde bir a € A var oldugu gosterilir.]

Ikinci adimda, f(a) = b kosulunu saglayan bir a elemani oldugunu kanit-
lamak gerekir. Bunun icin bu sart1 saglayan sadece bir tane a 6rnegi bulmak
yeterlidir. (Boyle bir 6rnegin nasil bulunacagi f fonksiyonunun tanimina
baghdir. Eger f bir formiil olarak verilmis ise f(a) = b denklemini a i¢in
cozerek bu isi yapabiliriz. Bunu bazen de sadece diiz mantikla bulabiliriz.)
Bir fonksiyonunun érten olmadigint gostermek icin Vb e B,Ja € A,f(a)=b
onermesinin olumsuzu yani 36 € B,Va € A, f(a) # b 6nermesi ispatlanmalidir.

Asagidaki érnekler bu kavramlar agiklar. (Ilk érnekteki R — {0} kiimesi,
R kiimesinden 0 atilarak elde edilen kiimeyi temsil eder.)
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Ornek 12.4 Bir f:R—- {0} — R fonksiyonu f(x) = 1 +1 olarak tammlansin.
Bu fonksiyonun birebir oldugunu fakat 6rten olmadigini gésteriniz.
Birebirlik i¢in dolayh yaklagimi kullanalim. Kabul edelim ki a,a’ € R—{0}
ve f(a) = f(a’) olsun. Buna gore C—ll-‘r 1= % +1 olur. Her iki taraftan 1 ¢ikarilir
ve elde edilen ifade ters gevrilir ise a = a’ elde edilir. O halde f birebirdir.
Bu fonksiyon érten degildir ¢iinkii her x e R—{0} i¢in f(x) =1+1#1
olacak sekilde goriintii kiimesinde b =1 € R vardar.

Ornek 12.5 Bir f:R—{0} — R—{1} fonksiyonu f(x) = 1 +1 olarak tanimlan-
sin. Bu fonksiyonun birebir ve 6rten (yani bir esleme) oldugunu gosteriniz.
Bu 6rnek, deger kiimesi disinda 6ncekiyle aynidir. Onceki érnekten f
birebirdir. Ortenlik icin keyfi bir b € R— {1} secelim. Buna gore f(a) = b yani
1+1=1b olacak sekilde bir b € R—{0} bulmak gerekir. Eger 1 +1=b5 esitligi a
icin c¢ozilurse a = b—fl bulunur. Bu sayi, b # 1 oldugu i¢in tanimlidir. Sonug
olarak, herhangi bir b € R— {1} i¢in f (515) = b elde edilir. Yani f értendir.

Ornek 12.6 Bir g:Z x Z — Z x Z fonksiyonu g(m,n) = (m +n,m + 2n) olarak
tanimlansin. Bu fonksiyonun birebir ve 6rten oldugunu gosteriniz.
Birebirlik i¢in dolayh yaklagimi kullanalim. Buna gore g(m,n) = g(k,1) ise
(m,n) = (k,l) oldugunu gostermek gerekir. Kabul edelim ki (m,n),(k,l)eZxZ
ve g(m,n) = g(k,l) olsun. O zaman (m+n,m+2n) = (k+1,k +2[) olur. Buradan
m+n=k+1ve m+2n = k+2l elde edilir. Ikinci esitlikten ilki ¢cikarilarak n =
bulunur. Sonra da m +n =k +1 egitliginden n =1 gikarilarak m =k bulunur.
Boylece m =k ve n =1 yani (m,n) = (k,1) elde edilir. Sonug olarak g birebirdir.
Ortenlik icin keyfi bir (b, ¢) € Zx Z secelim. Buna gére g(x,y) = (b, c) olacak
sekilde bir (x,y) € Z x Z bulmak gerekir. Dikkat edilirse g(x,y) = (b,c) ifadesi
(x+y,x+2y)=(b,c) anlamina gelir. Buradan, agagidaki sistem elde edilir:

x + y = b
x + 2y =

Bu sistem coziilerek x = 2b—c ve y = c—b bulunur. Buradan (x,y) = (2b—c,c-b)
yazilabilir. Sonug olarak g(2b —c,c—b)=(b,c) oldugu icin g értendir.

ile tanimlansin.

Ornek 12.7 Bir h:Z x Z — Q fonksiyonu A(m,n) = | rjr 1
n
Bu fonksiyonun birebir veya 6rten olup olmadigini belirleyiniz.
Bu fonksiyon birebir degildir ¢iinkii Z x Z kiimesinin egit olmayan (1,2)
ve (1,-2) elemanlar i¢in A(1,2) = h(1,-2) = % olur. Buna kargilik A értendir.
Bunu gormek i¢in keyfi bir b € Q secelim. O zaman b = 7 olacak sekilde

¢,d € Z vardir. Gerektiginde ¢ tamsayisini negatif secerek d tamsayisinin
pozitif oldugunu varsayabiliriz. Buna gore h(c,d — 1) = m =2 =b olur.
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Boliim 12.2 Alistirmalar:

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

A ={1,2,3,4} ve B = {a,b,c} olsun. Ne birebir ne de orten olacak sekilde bir
f : A — B fonksiyonu yaziniz.

. In:(0,00) — R dogal logaritma fonksiyonu birebir midir? Orten midir?
. cos: R — R kosiniis fonksiyonu birebir midir? Orten midir? Eger cos: R — [-1,1]

olarak tanimlansaydi ne olurdu?

. Bir f:Z — 7 x Z fonksiyonu f(n) = (2n,n + 3) ile tanimlansin. Bu fonksiyonun

birebir olup olmadigini ve érten olup olmadigini belirleyiniz.

. Bir f:7Z — 7 fonksiyonu f(n) = 2n + 1 ile tamimlansin. Bu fonksiyonun birebir

olup olmadigini ve 6rten olup olmadigini belirleyiniz.

. Bir f:7Z x 7 — 7 fonksiyonu f(m,n) = 3n —4m ile tanimlansin. Bu fonksiyonun

birebir olup olmadigini ve 6rten olup olmadigim belirleyiniz.

. Bir f:Z x7Z — 7 fonksiyonu f(m,n) = 2n —4m ile tanimlansin. Bu fonksiyonun

birebir olup olmadigin: ve érten olup olmadigini belirleyiniz.

. Bir f:7Z x7Z — 7 x 7 fonksiyonu f(m,n) = (m +n,2m + n) ile tamimlansin. Bu fonk-

siyonun birebir olup olmadigini ve 6rten olup olmadiginm belirleyiniz.

. f(x)= 21 jle tamml f :R- {2} — R— {5} fonksiyonu bir eslemedir. Gosteriniz.
10.
11.

flx)= (%)3 ile tanimhi £ :R—{1} — R— {1} fonksiyonu bir eslemedir. Gésteriniz.
Bir 6:{0,1} x N — Z fonksiyonu 6(a,b) = (-1)*b olarak tanimlansin. Bu fonksiyon
birebir midir? Orten midir? Esleme midir? Aciklayiniz.

Bir 6:{0,1} xN — Z fonksiyonu 6(a,b) = a — 2ab + b olarak tanimlansin. Bu fonksi-
yon birebir midir? Orten midir? Esleme midir? Aciklayiniz.

Bir f : R2 — R? fonksiyonu f(x,y) = (xy,x?) olarak tanimlansin. Bu fonksiyon
birebir midir? Orten midir? Esleme midir? Aciklayiniz.

Bir 0 : 2(7) — 2(Z) fonksiyonu 6(X) = X olarak tanimlansin. Bu fonksiyon birebir
midir? Orten midir? Esleme midir? Aciklayiniz

Bu soru f:{A,B,C,D,E,F,G} — {1,2,3,4,5,6,7} fonksiyonlar1 hakkindadir. Bu
sekilde kacg tane fonksiyon vardir? Bunlardan kag tanesi birebirdir? Kag tanesi
ortendir? Kac tanesi eslemedir?

Bu soru f:{A,B,C,D,E} —{1,2,3,4,5,6,7} fonksiyonlar: hakkindadir. Bu sekilde
kag tane fonksiyon vardir? Bunlardan kag tanesi birebirdir? Kag tanesi 6rtendir?
Kagc tanesi eslemedir?

Bu soru f:{A,B,C,D,E,F,G} — {1,2} fonksiyonlar: hakkindadir. Bu sekilde kag
tane fonksiyon vardir? Bunlardan kag tanesi birebirdir? Kag tanesi ortendir?
Kag tanesi eslemedir?

Bir f:N — Z fonksiyonu f(n) = w

yonun bir esleme oldugunu gosteriniz.

kurali ile tanimlansin. Bu fonksi-
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12.3 Yeniden Giivercin Yuvasi ilkesi

Gtivercin yuvast ilkesi ad1 verilen sonugla ilk olarak Boliim 3.9’da karsilastik.
Bu ilke, birebir ve orten fonksiyonlar dilinde de ifade edilebilir. Simdi
bundan bahsedelim. Burada ele alacagimiz konular Unite 3’teki iceriklerden
bagimsizdir. Bu nedenle o iiniteyi atladiysaniz da 6nemli degildir.

Giuvercin yuvasi ilkesi basit bir fikirden esinlenir. Giivercinlerden olugsan
bir A kiimesi ve yuvalardan olusan bir B kiimesi verilsin. Tim giivercinlerin
ucarak yuvalarina girdigini hayal edelim. Bu olay1, p isimli giivercinin f(p)
isimli yuvaya girdigini belirten bir f : A — B fonksiyonu ile temsil edebiliriz.
Bkz: Sekil 12.4.

Giivercin Giivercin
Giivercinler yuvalar1  Giivercinler yuvalari
f f
. ] . 1]
g ] o ]
. ] . ]
° L D
O
(a) (b)

Sekil 12.4: Giivercin yuvasi ilkesi

Sekil 12.4(a)ydaki giivercin sayis1 yuva sayisindan fazla oldugu icin en
az iki glivercin ayn1 yuvaya girmek zorunda kalir. Bu durum, f fonksiyo-
nunun birebir olmamas1 anlamina gelir. Sekil 12.4(b)’deki giivercin sayis1
yuva sayisindan az oldugu i¢in en az bir yuva bos kalir. Bu durum ise f
fonksiyonunun 6rten olmamasi anlamina gelir.

Yukarida, sekillerle anlatilan fikrin giivercinlerle pek alakasi yoktur
ancak yine de giivercin yuvast ilkesi olarak adlandirilir:

Giivercin Yuvasi Ilkesi (fonksiyonlar icin)
A ve B sonlu iki kiime ve f: A — B herhangi bir fonksiyon olsun.

1. Eger |A| > |B| ise f birebir degildir.
2. Eger |A| < |B| ise f orten degildir.

Giuvercin yuvasi ilkesi oldukca basit olsa da o kadar basit olmayan bazi
onermeleri ispatlamak i¢in kullanilabilir. Buna iki tane 6rnek verelim.
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Onerme 12.1 Bir A kiimesi, 1 ile 100 arasindaki (1 ve 100 dahil) herhangi
on tamsayidan olugsun. Bu durumda, elemanlarinin toplami esit olacak
sekilde birbirinden farkl1 X c A ve Y < A altkiimeleri vardair.

Bu 6nermeyi anlamak i¢in 1’den 100’e kadar olan tamsayilar arasindan
rastgele secilmis on tamsayidan olusan

A={57,12,11,17,50,51, 80, 90, 100}

kiimesini géz 6ntine alalim. Dikkat edilecegi iizere A kiimesinin X = {5,80}
ve Y = {7,11,17,50} altkiimelerinin elemanlari toplam (85 tamsayisina)
esittir. Eger 5 yerine 6 secerek A kiimesini biraz degistirirsek

A=1{6,7,12,11,17,50,51, 80, 90, 100}

olur. Bu sefer de X ={7,12,17,50} ve Y = {6,80} altkiimelerinin elemanlar
toplami (86 tamsayisina) esittir. Onerme, A kiimesi nasil secilirse secilsin
bunun her zaman dogru oldugunu séyler. Iste ispata:

Ispat. Kabul edelim ki A {1,2,3,4,...,99,100} ve |A| = 10 olsun. Eger X c A
ise X kiimesinin en fazla on elemamn olabilir. Bunlarin her biri 1 ile 100
arasindadir. O halde X altkiimesinin elemanlar: toplami 100-10 = 1000’den
kiciktir. Simdi, X altkiimesindeki elemanlarin toplamini f(X) ile gosteren

f:2(A)—{0,1,2,3,4,...,1000}

fonksiyonunu ele alalim. (Ornek: f({3,7,50}) = 60; f({1,70,80,95}) = 246.)
Dikkat edilirse |2(4)| = 21° = 1024 > 1001 = |{0,1,2,3,...,1000}| oldugu i¢in
giivercin yuvasi ilkesi geregince f birebir degildir. Bu nedenle f(X) = f(Y)
olacak sekilde birbirinden farkl1 X,Y € 2(A) vardir. Bir baska deyisle, ele-
manlar1 toplami birbirine esit olan X ¢ A ve Y € A vardir. [ ]

Onerme 12.2 Kafalarinda esit sayida sac teli olan en az iki Teksash vardur.

Ispat. Burada iki farkl: bilgi kullanmak gerekir. Birincisi, Teksas'in niifusu
yirmi milyondan fazladir. Ikincisi, biyolojik bir gercek olarak her insanin
kafasindaki sag teli sayisi bir milyondan azdir. Simdi, tim Teksashlarin
kiimesi A olsun. B ={0,1,2,3,4,...,1000000} olmak tizere bir x sahsinin kafa-
sindaki sag teli sayisini f(x) ile gosteren f : A — B fonksiyonu tanimlayalim.
|A| > |B| oldugu icin giivercin yuvasi ilkesi geregince f birebir degildir. Bu
nedenle f(x) = f(y) olacak sekilde x ve y sahislar1 vardir. Bir bagka deyisle,
bu Teksashlarin kafalarindaki sag teli sayis1 aynidir. [ ]
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Giivercin yuvasi ilkesini kullanan ispatlar, Boliim 7.4’de bahsedilen ma-
nada, yapisal olmama egilimindedir. Ornegin yukaridaki ispat, kafalarinda
ayni miktarda sacg teli olan iki Teksasliy1 acik¢a vermez. Bunun yerine,
boyle iki kisinin var oldugunu gosterir. Eger yapisal bir ispat yapilmak
istenirse iki tane kel Teksasli bulmak yeter. Ciinkii bunlarin ayni sayida
yani sifir tane sag teli vardir.

Bolim 12.3 Alistirmalar:

1. Alt1 tane tamsay: rastgele secilsin. Bunlardan en az ikisinin 5 ile boliimlerinden
kalan sayilarin ayn oldugunu ispatlayiniz.

2. Eger a bir dogal say1 ise a* —a’ ifadesi 10 ile boliinecek sekilde % ve I dogal
sayilarin var oldugunu ispatlayiniz.

3. Altitane dogal say1 rastgele secilsin. Bunlardan ikisinin toplaminin veya farkinin
9 ile boliinebilecegini ispatlayiniz.

4. Kenar uzunluklar: birer birim olan bir karenin icinden rastgele bes tane nokta
secilsin. Bu noktalardan en az ikisinin birbirlerine en fazla ‘/75 birim uzaklikta
olduklarini ispatlayiniz.

5. Birbirinden farkl yedi tane dogal sayidan olusan bir kiimede, toplamlar1 veya
farklar1 10 ile béliinen iki tane tamsayinin oldugunu ispatlayiniz.

6. Biiyiik daire, bir S kiiresinin kendi merkezinden gecen diizlem ile kesigimidir.
Her biiyiik daire, S kiresini iki pargaya ayirir. Bu parcalardan biriyle biyiik
dairenin birlesimi bir yarim kiiredir. Eger S kiiresi icine bes nokta rastgele yer-
lestirilirse bunlardan dérdiinii iceren bir yarim kiirenin var oldugunu ispatlayin.

7. Ispatlaym ya da ciiriitiin: |X| > n olmak iizere her X c {1,2,3,...,2n} altkiimesi
al|b veya b|a olacak sekilde birbirinden farkli a ve b elemanlari igerir.

12.4 Bileske

Fonksiyonlardaki bileske kavramini cebir ve analiz derslerinden bilirsiniz.
Yine de bu konu kapsamli bir gekilde tekrar gozden gecirilmeye deger.

Tanim 12.5 Kabul edelim ki f: A — B ve g: B — C iki fonksiyon olsun.
(Burada f fonksiyonun deger kiimesi, g fonksiyonunun tanim kiimesine
esittir.) Buna gore f fonksiyonunun g ile bileskesi, gof gosterilen ve her
x € A igin go f(x) = g(f(x)) kural ile tanimlanan baska bir fonksiyondur.
Boylece gof fonksiyonu A’nin elemanlarini C’ye gotiiriir. Yani gof : A — C.

Asagidaki sekil, bu tanimi aciklamaktadir. Burada f:A —-B, g:B—C
ve gof :A — C olarak verilmistir. Ornegin, go f(0) = g(f(0)) = g(2) = 4 olur.
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Sembollerin sirasina ¢ok dikkat edilmelidir ¢iinkii go f ifadesinde ilk once
g gelse de gof(x) bileskesi g(f(x)) kurali ile bulunur. Daha acik bir ifadeyle,
x degerine ilk 6nce f uygulanir ve sonra da f(x) degerine g uygulanir.

A B C
f g
‘--ﬂ | ><

I
A C
0 gof S4
1 35
2 6
3 7

Sekil 12.5: Iki fonksiyonun bileskesi

Dikkat edilirse f fonksiyonunun goriinti kiimesi, g fonksiyonunun ta-
nim kiimesinin bir altkiimesi oldugu zaman da go f anlamhdir. Bu gozlemi
akilda tutmalisiniz. Ancak konuyu basit tutmak i¢in, biz sadece ilgili tanim
ve gorunti kiimelerinin esit olduklar1 durumlarla ilgilenecegiz.

Ornek 12.8 A ={a,b,c}, B={0,1} ve C = {1,2,3} olmak iizere f : A — B ve
g : B — C fonksiyonlar f = {(a,0),(b,1),(c,0)} ve g = {(0,3),(1,1)} biciminde
tanimlansin. Buna gore gof = {(a,3),(b,1),(c,3)} olur.

Ornek 12.9 A = {a,b,c}, B={0,1} ve C = {1,2,3} olmak iizere f : A — B
ve g : C — B fonksiyonlar1 f = {(a,0),(b,1),(c,0)} ve g ={(1,0),(2,1),(3,1)} ile
verilsin. Bu durumda go f tanimh degildir ¢linkii f fonksiyonunun deger
kiimesi B ile g fonksiyonunun tanim kiimesi C ayni degildir. Hatirlayin:
gof ifadesinin anlamli olabilmesi i¢in f fonksiyonunun deger kiimesi, g
fonksiyonun tanim kiimesine esit (ya da en azindan altkiimesi) olmalidir.

Ornek 12.10 Kabul edelim ki f,g : R — R fonksiyonlar1 f(x) = x2 +x ve
g(x) =x+1 bigiminde tanimlanmig olsun. Buna gore gof : R — R fonksiyonu
gof(x)=g(f(x) = g(x?+x) = x2 +x+ 1 kural ile verilir.

Ashinda, f ile g fonksiyonlarinin tanim ve deger kiimeleri esit oldugu
i¢in onlarin sirasini degistirip bileskelerini alabiliriz. Buna gore fog:R— R
fonksiyonu f o g(x) = f(g(x)) = f(x +1) = (x + 1) + (x + 1) = 2% + 3x + 2 ile verilir

Bu 6rnek, ikisi birden tanimli olsa da, go f ve f og fonksiyonlarinin esit
olmak zorunda olmadigini gosterir. Bu gozlem, fonksiyonlardaki bileske
islemi degismeli degildir diye ifade edilir.
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Bu bolumi, gelecekteki matematik ¢aligmalarinizda karginmiza c¢ika-
bilecek birkag¢ gozlemi ispatlayarak bitirelim. Bunlardan ilki, degismeli
olmasa da, fonksiyon bileskesinin birlesme 6zelligine sahip olmasidir.

Teorem 12.1 Eger f:A—B,g:B—Cveh:C—Dise(hog)of =ho(gof)
olur. Bir bagka deyisle, fonksiyonlarin bileskesi birlesme 6zelligine sahiptir.

Ispat. Kabul edelim ki f, g ve h belirtildikleri gibi olsun. Tanim 12.5 ge-
regince (hog)of ve ho(gof) ifadeleri, A kiimesinden D kiimesine birer
fonksiyondur. Bunlarin egit oldugunu gostermek icin

((hogrof)@)=(Rotgo))w)

denklemi her x € A i¢in dogrulanmalidir. Tanim 12.5’e gore

((hogrof)) = (hog)F(x) = h{g(F ()

ve

(hotgo )@ =hlgo F) = h(g(F)

olur. Her iki denklemin sag tarafi h(g(f (x))) ifadesine esittir. Sonug¢ olarak

(oo f)@) = (hotgo )
elde edelir. [ ]

Teorem 12.2 Kabul edelim ki f:A — B ve g:B — C olsun. Eger f ve g
birebir ise go f birebirdir. Eger f ve g 6rten ise go f ortendir.

Ispat. 11k 6nce f ve g birebir olsun. Bilegke fonksiyonun birebir oldugunu
gormek igin go f(x) = gof(y) oldugunda x = y oldugunu gostermek gerekir.
Kabul edelim ki go f(x) = go f(y) olsun. Bu, g(f(x)) = g(f(y)) anlamina gelir.
Buradan f(x) = f(y) bulunur. (Aksi halde g birebir olamaz.) Ustelik, f birebir
ve f(x) = f(y) oldugu i¢in x = y olmalidir. Béylelikle go f birebirdir.

Simdi, f ve g orten olsun. Bileske fonksiyonun 6rten oldugunu géormek
icin C kiimesindeki her ¢ elemanina karsilik gof(a) = ¢ olacak sekilde bir
a € A var oldugunu gostermek gerekir. Bunun i¢in rastgele bir ¢ € C secelim.
Dikkat edilirse g orten oldugu icin g(b) = ¢ olacak sekilde b € B vardir. Aym
zamanda f orten oldugu icin f(a) = b olacak sekilde bir a € A vardir. Buradan
g(f(a)) = g(b) = c veya go f(a) = ¢ yazilabilir. Boylelikle go f o6rtendir. [ |
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Boliim 12.4 Alistirmalar:

1. A=1{5,6,8},B=1{0,1} ve C ={1,2,3} olsun. Eger f: A — B ve g: B — C fonksiyon-
lar £ ={(5,1),(6,0),(8,1)} ve g ={(0,1),(1,1)} ile tamiml ise go f nedir?

2. A={1,2,3,4},B={0,1,2} ve C={1,2,3} olsun. Eger f:A — B ve g:B — C fonksiyon-
lar £ =1{(1,0),(2,1),(3,2),(4,0)} ve g ={(0,1),(1,1),(2,3)} ile tanimi ise go f nedir?

3. A={1,2,3} olmak tizere f = {(1,2),(2,2),(3,1)} ve g = {(1,3),(2,1),(3,2)} ile tanimh
f,g:A — A fonksiyonlari verilsin. Buna gore gof ve f og fonksiyonlarini bulunuz.

4. A ={a,b,c} olmak iizere f ={(a,c),(b,c),(c,c)} ve g = {(a,a),(b,b),(c,a)} ile tammh
f,g:A — A fonksiyonlar: verilsin. Buna gore gof ve f og fonksiyonlarini bulunuz.

5. Eger f,g:R — R fonksiyonlar1 f(x) = Vx + 1 ve g(x) = x> biciminde tanimli ise go f

ve f o g fonksiyonlarimi bulunuz.

6. Eger f,g:R— R fonksiyonlar1 f(x) = -— ve g(x) = 3x + 2 biciminde taniml ise

241
gof ve fog fonksiyonlarim bulunuz.x
7. Eger f,g:7Z xZ — Z x Z fonksiyonlar1 f(m,n) = (mn,m?) ve gim,n)=(m+1,m+n)
biciminde tanimli ise go f ve f og fonksiyonlarini bulunuz.

8. Eger f,g:7Zx7 — 7Z x 7 fonksiyonlar1 f(m,n) = (3m —4n,2m +n) ve g(m,n) =
(5m + n,m) biciminde tanimli ise go f ve f og fonksiyonlarini bulunuz.

9. Eger f:Zx7 — 7 ve g:7Z — 7 x Z fonksiyonlar1 f(m,n) =m+n ve g(m) = (m,m)
olarak tanimli ise go f ve f o g fonksiyonlarini bulunuz.

10. Eger [ :R? — R? fonksiyonu f(x,y) = (xy,x3) biciminde taniml ise f o f nedir?

12.5 Ters Fonksiyonlar

Analizden hatirlanacag iizere bir f fonksiyonu birebir ve érten ise f~! ters
fonksiyonu vardir. Ters fonksiyon; f fonksiyonun tanim kiimesinin her x
elemamndaki degerini, f~1(f(x)) = x ile “eski haline” déniistiiriir. (Ornegin,
f(x) =% ise f~1(x) = ¥/x olur.) Simdi bu kavrami bir gézden gecirelim. Bunun
icin asagidaki tanimlarda verilen iki icerigi kullanacagz.

Tanim 12.6 Bir A kiumesi verilsin. Her x € A icin i4(x) = x kural ile
tanimli i 4 : A — A fonksiyonuna A tlizerinde 6zdeslik fonksiyonu denir.

Ornegin, A = {1,2,3} kiimesi icin i = {(1,1),(2,2),(3,3)} olur. Benzer se-
kilde iz = {(n,n): n € Z} ile verilir. Bir kiime tizerindeki 6zdeslik fonksiyonu,
o kiimenin her elemanini yine kendisine gonderen fonksiyondur.

Herhangi bir A kiimesi lizerinde taniml i4 6zdeslik fonksiyonu bir
eslemedir: Bu fonksiyon birebirdir ¢iinkii i 4(x) = i o(y) ifadesi hemen x =y
ifadesine dontsiir. Bu fonksiyon értendir ¢iinkii deger kiimesinden secilen
herhangi bir b elemani ayn1 zamanda tanim kiimesindedir ve i,(b) = b olur.
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Tanim 12.7 A kiimesinden B kiimesine bir R bagintis1 verilsin. Bu ba-
gintinin tersi, B kiimesinden A kiimesine tammlhi R~ = {(y,x) : (x,y) e R}
bagintisidir. Bir baska deyisle, R bagintisina ait tiim sirali ikililerin bile-
senlerinin siras: degistirilerek elde edilen baginti R’nin tersidir.

Ornegin A = {a,b,c} ve B = {1,2,3} olmak iizere f = {(a,2),(b,3),(c, 1)}
kiimesi A’dan B’ye bir bagintidir. Buna gére £~ = {(2,),(3,b),(1,¢)} kiimesi
de B’den A’ya bir bagintidir. Ustelik f bagintis1 A’dan B’ye bir fonksiyondur
ve f~! bagintis1 B’'den A’ya bir fonksiyondur. Bunlarin grafikleri asagida ve-
rilmistir. Dikkat edilirse £~ bagintisinin grafigi, f bagintisinin grafigindeki
oklar tersine cevirilerek elde edilir.

A B A B
i N
f={@,2),,3),(c,1)} f1={2,0),3,b),1,0)}

Yukaridaki iki kiime tizerinde bir 6rnek daha verelim: A’dan B’ye tanimli
g =1@,2),(,3),(c,3)} bagintisini ele alahm. Buna gére g1 = {(2,0),(3,5),(3,¢)}
kiimesi B’den A’ya bir bagintidir. Bunlarin grafikleri asagida verilmistir.

A B A B
N N
g=1{@,2),(5,3),(c,3)} g 1={(2,0),(3,b),3,0)}

Bu sefer, g bir fonksiyondur ama g~! bir fonksiyon degildir ciinkii 3
tamsayis1 g~ ! kiimesindeki iki tane farkli siral: ikilinin ilk bilesenidir.

Yukaridaki 6rneklerde verilen f ve g bagintilar1 birer fonksiyondur.
Buna karsilik £~! bir fonksiyondur fakat g~! degildir. Burada su soru akla
gelir: f bagintisinda olup g bagintisinda olmayan hangi 6zellik f~! kiimesini
bir fonksiyon yapar fakat g~! kiimesinin bir fonksiyon olmasina engel olur.
Cevap cok zor degildir. Dikkat edilirse g(b) = g(c¢) = 3 oldugu i¢in g birebir
degildir. Burada (b,3),(c,3) € g olmas1 g~! icin problem tegkil eder ciinkii
(3,b),(3,¢) € g7 oldugu icin g~! bir fonksiyon olamaz. Sonuc olarak g!
bagintisinin bir fonksiyon olabilmesi i¢in g mutlaka birebir olmalidir.
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Fakat bu tek basina yeterli degildir. Dikkat edilirse g 6rten de degildir
ciinkii A’nin hicbir eleman B’deki 1 elemanina gitmez. Yani g~! bagintisinda
ilk bileseni 1 olan bir sirah ikili yoktur. O halde g~! bagintis1 B’den A’ya
bir fonksiyon olamaz. Eger g~! bir fonksiyon ise g mutlaka érten olmalidir.

Eger g bir fonksiyonken g~! ters bagintis1 da bir fonksiyon ise énceki
iki paragraf g fonksiyonunun birebir ve 6rten (yani bir esleme) olmas1
gerektigini ileri siirer. Bunu dogrulamak kolaydir. Karsit olarak, eger bir
fonksiyon birebir ve 6rten (yani bir esleme) ise onun ters bagintisinin bir
fonksiyon oldugu kolaylikla goriilebilir. Bunu bir teorem ile 6zetleyelim.

Teorem 12.3 Bir f: A — B fonksiyonu verilsin. Buna gore, f bir eslemedir
ancak ve ancak f~! ters bagintis1 B’den A’ya bir fonksiyondur.

Kabul edelim ki f : A — B bir esleme olsun. Bu teoreme gore f~! bir fonk-
siyondur. Her x € A i¢in f bagintisi (x, f(x)) formundaki tiim siral ikilileri
icerdiginden, /! bagintis1 da (f(x),x) formundaki tiim siral ikilileri icerir.
Dikkat edilirse (f(x),x) € f~1 olmas1 f~1(f(x)) = x anlamina gelir. O halde
her x € A icin f~'of(x) = x olur. Buradan f~!of =i, bulunur. Benzer sekilde
fof1=ip oldugu goriilebilir. Bu bizi asagidaki tanima yonlendirir.

Tanim 12.8 Bir /: A — B eslemesinin tersi, f 1 : B — A fonksiyonudur.
Ustelik f ve f~! fonksiyonlar1 flof =is ve fof ! =ip kosullarim saglar.

Cebir ve analiz derslerinden hatirlayacaginiz tizere, bir f eslemesinin ter-
sini yani f~! fonksiyonunu bulmak icin soyle bir yontem kullanilir: y = f(x)
denklemiyle baslanir ve degiskenlerin yerleri degistirilip x = f(y) yazilir. Bu
denklem (eger miimkiin ise) y icin ¢oziilerek y = f~!(x) fonksiyonu bulunur.
Simdi buna iki tane 6rnek verelim.

Ornek 12.11 Dikkat edilirse f(x) = 23 + 1 olarak taniml f : R — R fonksi-
yonu bir eslemedir. Bu fonksiyonun tersini bulunuz.

Ik o6nce y = 3 + 1 yazalim. Eger degiskenlerin yerlerini degistirirsek
x = y3+1 elde ederiz. Bu denklemi y icin cozerek y = V/x — 1 buluruz. Boylece

fla)=Va-1
olur. (Buldugumuz sonucu su sekilde kontrol edebiliriz:
@)=Y f@-1=Vad+1-1=x.

O halde f~(f(x)) = x olur. Bu noktada, x degerinden farkli elde edilen her
sonuc yapilan yanlisa isaret eder.)
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Ornek 12.12 Ornek 12.6, g(m,n) = (m+n,m+2n)ile tanimh g: ZxZ — ZxZ
fonksiyonunun bir esleme oldugunu gosterir. Bunun tersini bulunuz.

Yukaridaki yontemi kullanilabiliriz. Ama Z x Z kiimesinin elemanlarina
dikkat etmemiz gerekir. Simdi, (x,y) = g(m,n) ile baglar ve (x,y) ile (m,n)
degiskenlerinin yerlerini degistirirsek (m,n) = g(«, y) yazabiliriz. Bu ifade

(m,n)=(x+y,x+2y)
anlamina gelir. Buradan, asagidaki denklem sistemini elde ederiz:

X + y = m
x + 2y = n.

Bu denklem sistemi ¢ozerek x = 2m —n ve y = n —m buluruz. Buna gore

(x,y)=(2m —n,n —m) ve béylece | g 1(m,n) = (2m —n,n —m) | elde ederiz.
Bu sonucu, g 1(g(m,n)) = (m,n) oldugunu gostererek kontrol edebiliriz:

g l(m+n,m+2n)
= (2m+n)-(m+2n),(m+2n)—(m+n))
(m,n).

g Ng(m,n))

Boliim 12.5 Alistirmalar:

1. Bir f:Z — 7 fonksiyonu f(n) = 6 —n olarak tanimlansin. Bu fonksiyonun bir
esleme oldugunu gosteriniz. Daha sonra f~! fonksiyonunu bulunuz.

2. Béliim 12.2'nin 9. alistirmasinda f(x) = 24! olarak tanimh f:R- {2} — R— {5}

X
fonksiyonunun bir esleme oldugunu ispatladiniz. Simdi bunun tersini bulunuz.

3. B={2":nez}= {...,%,%,1,2,4,8,...} olmak iizere f(n)=2" ile tanimh f: Z — B
fonksiyonunun bir egleme oldugunu gosteriniz. Daha sonra tersini bulunuz.

. flx)= ¢***1 jle tanimh f :R—(0,00) eslemesinin tersini bulunuz.

. f(x)=nx—eile tamiml f :R — R eslemesinin tersini bulunuz.

. f(m,n)=(5m+4n,4m+3n)ile tanimh f :ZxZ — 7 xZ eglemesinin tersini bulunuz.

a0 W a

. Bir f :R%2 — R? fonksiyonu f(x,y) = (x% + 1)y,x®) kurali ile tanimlansin. Bu fonksi-
yonun bir esleme oldugunu gosteriniz. Daha sonra tersini bulunuz.

. 0(X)=X ile tamimh 6 : 2(Z) — 2(Z) bir esleme midir? Eger oyle ise tersi nedir?

9. Bir f:RxN—NxR fonksiyonu f(x,y) = (y,3xy) ile tanimlansin. Bu fonksiyonun

bir esleme oldugunu gosteriniz. Daha sonra tersini bulunuz.

10. Bolim 12.2'nin 18. aligtirmasina gore f(n) = w kurali ile taniml

[o'd]

f :N— Z fonksiyonu bir eslemedir. Bunun tersini bulunuz.
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12.6 Gorunti ve Ters Goriinti

Gelecekteki matematik derslerinde karsilasacaginiz bir notasyondan bah-
setme vakti geldi. Kabul edelim ki f : A — B bir fonksiyon olsun. Eger X c A
ise f(X) ifadesi 6zel bir anlam tasir: {f(x) : x € X} kiimesini temsil eder.
Benzer sekilde, Y B ise f fonksiyonunun tersi olmasa bile f~1(Y) ifadesi
{xe A:f(x) €Y} kiimesini temsil eder. Bu kiimeler soyle tanimlanir:

Tanim 12.9 Kabul edelimKki f : A — B bir fonksiyon, X < A ve Y < B olsun.
1. X kiimesinin géruntusii f(X) = {f(x) :x € A} = B kiimesidir.
2. Y kiimesinin ters goriintiisii f1(Y)={x€ A: f(x) e Y} < A kiimesidir.

Kelimelerle ifade edelim: X’in f altindaki goriintisi, f ile X’ten B
icine gonderilen tiim elemanlarin kiimesidir. (Kabaca, f(X) kiimesi X’in B
icindeki bi¢imsiz bir “kopyas1” olarak diisiiniilebilir.) Y’nin ters goriuntiisi
olan f~1(Y) de f ile A’dan Y icine gonderilen tiim elemanlarin kiimesidir.

Lineer cebirde, iki vektor uzay: arasindaki bir 7: V — W lineer donii-
simini incelerken bu kavramlara rastlamigsinizdir. Eger X €V kiimesi
V’nin bir alt uzay: ise T(X) goriinti kiimesi de Wnun bir alt uzayidir. Eger
Y < W kiimesi Wnun bir alt uzay1 ise 7-1(Y) ters goriintii kiimesi de V’nin
bir alt uzayidir. (Eger tanmidik gelmediyse bunu géormezden gelebilirsiniz.)

Ornek 12.13 Bir 7 : {s,t,u,v,w,x,y,2} — {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} fonksiyonu
f =1(s,4),(t,8),(u,8),,1),w,2),(x,4),(y,6),(z,4)} ile tanimlansin. Bir egleme
olmadigi i¢in f fonksiyonunun tersi yoktur. Asagidaki ifadeleri inceleyiniz:

1. f({s,t,u,z}) ={8,4} 5. f_l({ }) = {s,x,z}

2. f({s.x,2}) = {4} ({4, }) {s,x,2}

3. f({s,0,w,5}) = {1,2,4,6} f({9h) =

4. f(@)=9 F1({1,4 8}) {s,t,u,v,x,2}

Tanim 12.9’da kullanilan X ve Y sembolleri A ve B’nin birer altkiimesini

temsil eder (elemani degil!). Bunun farkinda olmak 6nemlidir. Ornegin, yu-
karida £~1({4}) = {s,x,z} yazilmigtir. Buna karsin f~1(4) ifadesi anlamsizdir

¢linkii f~! fonksiyonu tamimsizdir. Benzer sekilde f({s}) = {4} ve f(s) =
ifadeleri arasinda ince bir fark vardir. Buna dikkat edilmelidir.

Ornek 12.14 Bir 7 : R — R fonksiyonu f(x) = 22 ile tammlansin. Dikkat
edilirse £({0,1,2}) = {0,1,4} ve f71({0,1,4}) = {-2,-1,0,1,2} olur. Bu érnek,
genel olarak f~1(f(X)) # X oldugunu gosterir.
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Aymn1 f fonksiyonu icin f£([-2,31) = [0,9] ve £~1([0,9]) = [-3,3] oldugu gérii-
lebilir. Ayrica f(R) =[0,00) ve f~1([-2,-1]) = ¢ olur. Araliklarin goriintiileri
ve ters gorintiileri hakkindaki bu 6rnekleri anladiginizdan emin olunuz.

Matematik ¢caligsmaya devam ettikce, asagidaki sonuglarla karsilagsmaniz
muhtemeldir. Simdilik, aligtirmalar kisminda onlar: ispatlamak yeterlidir.

Teorem 12.4 Bir f:A — B fonksiyonu verilsin. Eger W, X <A veY,Z<B
ise agagidaki onermeler dogrudur:

1. fWnX)SfFW)NF(X) 4. A YuzZ)=ftMuf 12
2. fWuX)=fW)uf(X) 5. MY n2)=ft¥)nf 2
8. X<f (X)) 6. f(f i) cY.

Bolim 12.6 Alistirmalar:

1. Bir f :R — R fonksiyonu f = x? + 3 kurali ile tanimlansin. Buna gore f([-3,5]) ve
£~1(112,19]) kiimelerini bulunuz.

2. Asagida, bir £:{1,2,3,4,5,6,7} — {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} fonksiyonu tanimlanmigtir:

f= {(1,3), (2,8),(3,3),(4,1),(5,2),(6,4), (7,6)}.

Buna gére £({1,2,3}), f({4,5,6,7}), f(®), f1({0,5,9}) ve £71({0,3,5,9}) nedir?

3. Bu problem £:{1,2,3,4,5,6,7} — {0,1,2,3,4} olarak tanimlanabilecek fonksiyon-
larla ilgilidir. Bu fonksiyonlardan kag tanesi |f~1({3})| = 3 6zelligine sahiptir?

4. Buproblem f:{1,2,3,4,5,6,7,8} — {0,1,2,3,4,5,6} olarak tanimlanabilecek fonksi-
yonlarla ilgilidir. Bu fonksiyonlardan kag tanesi |f~1({2})| = 4 6zelligine sahiptir?

5. Bir f: A — B fonksiyonu verilsin. Eger X c A ise, Ornek 12.14’e gire, genel olarak
fHf(X)) # X olur. Ama X c f~1(f(X)) ifadesi daima dogrudur. Bunu ispatlayiniz.

6. Bir /: A — B fonksiyonu ile Y c B altkiimesi verilsin. Buna gére f(f~1(Y))=Y
ifadesi daima dogru mudur? Bunu ya ispatlayiniz ya da aksine bir 6rnek veriniz.

7. f:A — Bbir fonksiyon ve W,X c A ise f(WnX) < f(W)nf(X) oldugunu gosteriniz.

8. Bir f : A — B fonksiyonu ve W,X < A altkumeleri verilsin. Genel olarak
fWnX)=Ff(W)nf(X) ifadesi yanligtrzr. Bunun i¢in aksine bir 6rnek veriniz.

9. f:A — B bir fonksiyon ve W,X € A ise f(WuX) = f(W)u f(X) oldugunu gosteriniz.

10. f:A—BveY,ZcBise f{(YnZ)=f"YY)nfYZ) oldugunu ispatlayiniz.

11. f:A—BveY,ZcBise f" MY uZ)=f"YY)uf XZ) oldugunu ispatlayimniz.

12. Bir f: A — B fonksiyonunu ele alalim. Ilk 6nce “f birebirdir ancak ve ancak her
XcAiginX=f ’1(f (X))” 6nermesini ispatlayimiz. Daha sonra “f 6értendir ancak
ve ancak her Y B i¢in f(f~1(Y)) = Y” énermesini ispatlayiniz.

13. f:A — B ve X C A olsun. Ispatlayin ya da ¢iiriittin: £ (f~1(f(X))) = f(X).

14. f:A — B veY cB olsun. Ispatlayin ya da ciiriitiin: /=1 (£(f 1Y) = £(Y).
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UNITE 13

Analizdeki Ispatlar

Bu kitapta su ana kadar ele aldigimiz ispatlar cogunlukla tamsayilar
veya onlar ile ilgili yapilar (b6liinebilme, n modiiliine gore denklik,
tamsay1 kiimeleri, tamsayilar arasindaki iligkiler, tamsayilar tizerinde
tanimli fonksiyonlar vb.) hakkindadir.

Matematik sadece tamsayilardan ibaret degildir. Analiz, reel sayilar
sistemi lizerine kurulmugstur. Bu nedenle analizdeki temel tanimlar i¢in R
kiimesine ihtiya¢ duyulur. Bunun bir sonucu olarak analizdeki (tanimlar:
kullanan) ispatlar, matematigin diger alanlarindaki ispatlardan farkl bir
nitelige sahiptir. Analizdeki ispatlar1 okurken ve yazarken, bildigimiz ispat
yontemleri (dogrudan, dolayli ve olmayana ergi) gecerlidir. Ancak diigiince
yapinizi reel sayilarin 6zelliklerine gore ayarlamak biraz zaman alabilir.
Bu gecisi kolaylastirmay1 amaglayan bu iinite ayrica ileri analiz derslerinde
kargilagacaginiz bazi1 kavramlara bir giris niteligi tasir. Kitabin geri kalan
kismindan bagimsiz oldugu i¢in bu tiniteyi atlamak, devamliligi bozmaz.

Tek degiskenli analiz, f : R — R fonksiyonu veya daha genel olarak X c R
olmak tizere f : X — R fonksiyonu ile ilgilenir. Genel olarak X tanim kii-
mesi ya bir araliktir ya da araliklarin birlesimidir. Ornegin f(x) = (x_xf)—zf_z)
fonksiyonu f : (—o0o,1)u(1,2) U(2,00) — R bigciminde bir fonksiyondur. Ayrica
f(x) = /x fonksiyonunun tanmim kiimesi X =[0,00) fakat f(x) = x% — x fonksi-
yonunun tanim kiimesi X = (—oo,00) = R seklindedir.

Analiz, [imit kavrami iizerine insa edilmistir. Bu kavram, analizi cebir
ve trigonometriden ayirir. B6liim 13.2’den Boliim 13.6’ya kadar limitler tize-
rinde duracagiz. Bunu yaparken, analiz ile ilgili bir hazirlik dersi aldiginizi
ve limit ile ilgili temel konular1 bildiginizi varsayacagiz. Onceki calismala-
rinizi daha saglam bir temele oturtmak ve ileride yapacaginiz ¢calismalara
sizi hazirlamak i¢in konularin teorik yoniiyle daha cok ilgilenecegiz.

Analizde, f :N — R fonksiyonlarinin 6nemli rol oynadig: bagka bir konu
da diziler ve serilerdir. Bu konular1 Bolim 13.7 ve 13.8'de isleyecegiz.

Biitiin bu anlatilanlar icgin ii¢gen esitsizligi adi verilen bir sonucu bilmek
gerekir. Bu nedenle ticgen esitsizligini vererek baglayalim.
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13.1 Ucgen Esitsizligi
Analizdeki tanimlarda mutlak deger yaygin bir sekilde kullanilir. Bildiginiz
uizere bir x reel sayisinin mutlak degeri, asagidaki negatif olmayan sayidir:

x, x=0
x| =
-x, x<0.

Mutlak degerin temel 6zelliklerinden iki tanesi |xy| = |x| - |y| ve x < |x| olma-
sidir. Ispatlarda sikca kullanilan bir bagka 6zelligi de iicgen esitsizligidir.

Teorem 13.1 (Ucgen esitsizligi) Eger x,y,z € Rise |x—y| < |x—z|+|z—y]| olur.

Ispat. Bu teorem “Say1 dogrusu iizerindeki bir ‘li¢cgen’in herhangi bir kenar
uzunlugu, diger iki kenarin uzunluklari toplamindan biiyiik olamaz.” sek-
linde yorumlanabilir. Ucgen esitsizligi, ismini bu gozlemden alir. Gercekten
de herhangi iki a,b € R arasindaki uzaklik |a — b] ile verilir. Buna gore x,y,z
sayilarinin sirasindan bagimsiz olarak |x — y| < |x —z| + |z — y| esitsizliginin
dogrulugu asagidaki sekillerden goriilebilir:

lx=yl lz=yl le=yl |x—z| lx=z| |x—yl
—N——
x y z y x z z x y
—_———’
lx—2]| lz=yl lz=yl
lx—z] lz—yl lz=yl lx—z| lz=yl |x—yl
—N—— —N—
x z y y z x z y x
—_—
lx=yl lx=yl lx—z]

(Bu gekillerdeki x, v,z sayilari birbirinden farkli gosterilmigtir. Eger x = y,
x=zveyay=zise|x—y| <|x—z|+|z—y| esitsizligi otomatikman dogrudur.) B

Ucgen esitsizligi, eger z noktasi x ile y arasinda degil ise x noktasindan
y noktasina giden en kisa yolun z noktasina ugramadigini belirtir. Bircok
sonug bu gozleme dayanir. Ornegin z = 0 olsun. Her x, y € R icin

lx =yl < x|+ |yl (13.1)
olur. Ayrica [x+y|=|x—(-y)| < |x— 0| +10—(—y)| = |x| + |y| oldugundan

lx + yl < || + |yl (13.2)
yazilabilir. Bunlara ek olarak |x—0| < |x—(=y)|+ |-y — 0] olur ve buradan

| = |yl < |x + yl (13.3)

elde edilir. Esitsizlik 13.1, 13.2 ve 13.3 ispatlarda oldukc¢a kullaniglidir.

Ucretsiz PDF siiriimii [@) ev-nc-no ]



246 Analizdeki Ispatlar

13.2 Limit Tanimi

Limit; x degiskeni bir ¢ sayisina yaklastiginda, belirli bir f fonksiyonunun
davranigini incelemek icin dizayn edilmis matematiksel bir aractir. Thtimal
dahilinde f(c) tanimli olmayabilir. Bu nedenle f fonksiyonunun grafigi
asagida gosterildigi gibi (c,L) noktasinda bogluk olan bir egridir.

y=fx) Y e
f(x)
|
LT | ST 11—1,>n f(x) =L
f(x) o
1
° x E x
c o

Yukaridaki gsekle gore herhangi bir x # ¢ sayisina kargilik gelen f(x) degeri,
L sayisindan ya buytktiir ya da kiigiktir. Fakat sag tarafta gosterildigi
gibi x degigkeni ¢ noktasina yaklastikca, f(x) degeri de L sayisina yaklagir.
Bu olay 3161_1’2 f(x) =L ile gosterilir. Bir bagka ifadeyle x degiskeni ¢ noktasina
yaklastikca, f(x) degerinin yaklastig: say1 3161_12 f(x) sembolii ile temsil edilir.

Analiz ders kitabinizdaki limit tanim1 muhtemelen asagidaki gibi sezgi-
sel olarak taktim edilmisgtir.

Tanim 13.1 (Kabaca limit tanim1) Bir f fonksiyonu ve ¢ noktasi verilsin.
O zaman lim f(x) = L ifadesi, x degiskeni bir ¢ noktasina yeterince yakin
X—c

iken f(x) degerinin de L sayisina yeterince yakin olmasi anlamina gelir.

Buradaki ana fikir sudur: x degeri c noktasina yeterince yakin secilerek,
f(x) degeri L sayisina ne kadar yakin yapilmak isteniyorsa o kadar yakin
(veya daha da yakin) yapilabilir.

Ik birkac donemde verilen analiz dersleri icin Tanim 13.1 yeterli olabilir.
Ancak daha derin ve titiz bir calisma yapmak icin yeterli degildir. Sorun,
bu tanimin yeterince net olmamasidir. Yakinliktan kasit nedir? Aslinda x
degiskeninin ¢ noktasina “yakin” oldugunu soylemek, bir n» tamsayinin “gift”
oldugunu soylemeye benzer. Boyle belirsiz ifadelerle hicbir ispat yapilamaz.

Bu bolimde yapilacak ilk ig, ileri analizde kullanilabilecek tam ve net
bir limit tanimi insa edip gelistirmek olmalidir. Bu isi yapmak, yakinlik
kavramiyla baga citkmamaiza olanak saglar. Yakinlik ne olmalidir? 0,1 birim?
0,001 birim? 0,0001 birim ya da daha yakin? Niceliksel bir yakinlik 6l¢iisii
vererek bu tanimi daha net bir hale getirebiliriz.
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Pratikte, x degerinin ¢ sayisina ve f(x) degerinin L sayisina ne kadar
yakin oldugunu gostermek i¢in Yunan alfabesinin sirasiyla § (delta) ve ¢
(epsilon) harfleri kullanilir. Ornegin x ile ¢ arasindaki uzakligin 6’dan kiiciik
olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ —6 <x <c+6 olmasidir. Yani -6 <x—-c<§
veya |x—c| < § olmasidir. Boylece (ne kadar kiigiik olursa olsun) her § > 0 i¢in
lx — | < § ifadesi, x ile ¢ arasidaki mesafenin §’dan kii¢iik oldugunu belirtir.

0 0
—t——

c—0 c X c+6

Ayni sekilde |f(x)—L| < ¢ ifadesi, f(x) ile L arasindaki uzakhgin £'dan kiigiik
oldugunu belirtir. Simdi, bu fikirleri kullanip Tanim 13.1’i satir satir acalim.

Kaba tanmim —— Net tanim
j161_12 f(x) =L ifadesi, — 3161_1)]% f(x) =L ifadesi,

x degiskeni c’ye yaklastiginda ——> (her £>0icin) 0 < [x —c| < § oldugunda
f(x) degerinin L’ye yaklagsmas1 — |[f(x)—L| < ¢ (olacak sekilde § > 0) olmas1
anlamina gelir. — anlamina gelir.

Artik limitin net yani matematiksel tanimini verebiliriz.

Tanim 13.2 (Limitin matematiksel tanimi1) Kabul edelim ki /: X — R
bir fonksiyon, X <R ve ¢ € R olsun. O zaman 91511]% f(x) = L ifadesi, (ne kadar

kiiciik olursa olsun) her ¢ > 0 sayisina kargilik 0 < |x — ¢| < § oldugunda
|f(x)— L| < £ olacak sekilde bir § > 0 reel sayisinin oldugu anlamina gelir.

Sekil 13.1 bu tanimi agiklar. Ne kadar kiigiik olursa olsun, her ¢ > 0 i¢in
y—koordinat1 y = L —¢ ile y = L + ¢ sayilar1 arasinda kalan taral seridi ele
alalim. Bu ¢ sayisina karsilik dyle bir § > 0 sayis1 bulunabilir ki x degerinin
¢ noktasina uzaklig1 §’dan kiiciik oldugunda (x, f(x)) noktas: taral serit
icinde kalir. Bir bagka deyisle, 0 < |x —c¢| < § oldugunda |f(x)—L| < ¢ olur.

Y y=f)
R e e
f(xL). x, f(x)) lim f@) =L -

xX—c
L—e¢t-- - e e T
—
o X
c—/(VS Cxc\—l—é

Sekil 13.1: Limit taniminin grafiksel agiklamasi
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Sirasiyla ti¢ tane yorum yapalim. Birincisi, f fonksiyonu ve ¢ noktasina
bagh olarak x = ¢ i¢in f(c¢) taniml olmayabilir. Bu durumdan ka¢inmak i¢in
Tanmim 13.2’de |x —c| < § ifadesi yerine 0 < |x — ¢| < § kullanilir.

Ikincisi, (¢c—8,c¢)U(c, c+6) kiimesini f fonksiyonunun tanim kiimesinin alt-
kiimesi yapacak sekilde bir 6§ > 0 oldugu siirece Tanim 13.2 gecerlidir. Aksi
halde 6 ne kadar kiiciik olursa olsun “0 < |x—c| < 6 oldugunda |f(x)—L| olur”
onermesi bazi x degerleri icin anlamsizdir. O halde x € (c—§,c)u(c,c+6) yani
¢ noktasina “yakin” olan her x € R i¢in f(x) tanimli ise 3161_12 f(x) anlamlidir.

Uciinciisii, Tanim 13.2 su sekilde yazilabilir: chl_l”l’é f(x)=L ancak ve ancak
Ve>0,36>0,(0<|x—cl<8)=(If(x)-Ll<e). (13.4)

Buna gore 313_12 f(x) =L ifadesinin ve Egitlik 13.4’iin ispatlar1 esdegerdir.

Esitlik 13.4’t kanitlamak icin dogrudan ispat yaklagimi kullanilabilir.
Bunun i¢in ¢ > 0 kabul edilir ve (0 < [x—c¢| < §) = (If(x) - L| < ¢) olacak
sekilde bir § bulunur. Bahsedilen § sayisin1 bulmak icin |f(x)— L| ifadesi
|x — c| parantezine alinir. Eger bu yapilabilirse |f(x)— L| < € olmasi i¢in |x —c|
ifadesinin ne kadar kiiciik olmas1 gerektigi cogu zaman goriilebilir.

Bu fikri Ornek 13.1’de kullanarak 11né(3x +4) =10 oldugunu gosterelim.
Burada f(x) =3x+4 ve L =10 i¢in |f(x)—L| = |(3x+4)—10| ve |x—c| = [x—2]| olur.

Ornek 13.1 hn%(Sx +4) =10 oldugunu ispatlayiniz.

Ispat. Kabul edelim ki ¢ > 0 olsun. Dikkat edilirse

[(8x+4)—10| =[3x—6]| = [3(x — 2)| = 3|x — 2
olur. Eger ¢ = £ secilirse 0 < |x—2| < 4 ifadesinden [(3x+4)-10| = 3|x—2| <30 =
35 = ¢ yazilabilir. Sonug olarak her ¢ > 0 i¢in dyle bir 6 vardir ki 0 < |x-2|<§
oldugunda |(3x+4)—10| < £ olur. Tanim 13.2’den }611%(3x +4)=10 bulunur. =

Ornek 13.2 lim 522 = 20 oldugunu ispatlayimiz.

x—2
Ispat. Kabul edelim ki ¢ > 0 olsun. Dikkat edilirse
|f(x)— L| = |5x% — 20| = |5(x® — 4)] = [5(x — 2)(x +2)| =5 [x — 2| - [x + 2|
olur. Boylece |f(x)—L| ifadesini |x—2| carpanini icerecek sekilde carpanlarina
ayirdik. Bu carpim ayni zamanda |x+2| carpanini icerir. Eger |x—2| kii¢iik bir
say1 ise x degeri 2’ye, |x + 2| degeri de 4’e yakindir. Aslina bakilirsa [x—2| <1
igin |x +2| = [(x —2) +4| < [x — 2|+ |4] = 1+ 4 =5 olur. Bir bagka deyisle |[x—2| <1
ise |x +2| =5 olur. Buna gore yukardaki egitlik agsagidaki sekilde yazilabilir:
I[f(x)—L|=15x2-20|=5-|x—2|-|x +2| < 5-|x—2| -5 = 25|x — 2|.

Simdi hem 1’den hem de 5z’ten kiiciik bir § secelim. Eger 0 < [x—2| < § ise

1522 -20| < 25-|x—2| < 256 < 255 = £ olur. Tamim 13.2'den lim 5x2=200lur. W

x—2
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Yukaridaki 6rnekler (ve asagidaki alistirmalar) muhtemelen size ¢cok
basit gelecek limitleri icerir. Amacimiz, zor limitleri hesaplamak degil
Tanim 13.2’yi uygulamaktir. Bu tanimin etkili bir sekilde kullanilacagi zor
limitler daha sonra alacaginiz ileri seviye derslerde karsiniza gikacaktir.

Boliim 13.2 Alistirmalar:
1. lim(8x —38) =37 oldugunu gosteriniz. 4. lin%(2x —7)=9 oldugunu gosteriniz.
—

2. lim (4x +6) =2 oldugunu gosteriniz. 5. lin%(x2 —2) =17 oldugunu gosteriniz.
X

x—-1

3. 111%(90 +2) =2 oldugunu gosteriniz. 6. 1in%(4x2 +1) =5 oldugunu gosteriniz.
xX— x—

13.3 Var Olmayan Limitler

Bir f fonksiyonu ve ¢ noktasi verilsin. Tki halde }6111% f(x) = L ifadesi yanhstir.
Birincisi, 3151_12 f(x) = M olacak sekilde farkli bir M # L vardir. Ikincisi, Esitlik
13.4’teki 6nerme tiim L reel sayilari i¢in yanlistir. Boyle durumlarda jlcl_rg% fx)
yoktur denir. Bunu gostermek i¢in olmayana ergi yontemi kullanilabilir:
3161_12 f(x) =L oldugu kabul edilir ve bir celigkiye ulagilir.

-9 .
= 2' +2 ise lin% f(x) yoktur. Ispatlayiniz.
_ —

Ornek 13.3 Eger f(x)= §+

Ispat. Paydas sifir oldugu icin f(2) tamimsizdir. Ayrica x degiskeninin 2'nin
saginda ve solunda olmasina bagli olarak f(x) farkli davranir. Eger x <2 ise
x—2 negatif olacag1 i¢in [x—2| = —(x—2) ve 2= g' =—1olur. Buradan f(x) = 5+1
bulunur. Eger x > 2 ise x — 2 pozitif olacagl icin [x—2|=x—-2 ve 'x 2' =1 olur.

Buradan f(x) = § +3 bulunur. O halde f parcali tanimh bir fonks1yondur

o) %x+3, x>2
x:
fx+l, x<2.

Olmayana ergi yontemini kullanalim. Kabul Y Y =If@
edelim ki lim f(x) = L olsun. Eger ¢ = 1 secersek /@

xX— O
Tanim 13.2 geregince oyle bir § > 0 vardir ki L+£
0 < |x—2| <& oldugunda |f(x)-L| < § olur. Simdi, I el
a=2—gigin0<|a—2|<5ve |f@)-L| <1 olur. 2 .
Benzer §ekilde b=2+%icin 0<|b-2/<5ve [@
|f(6)—L| < 1 olur. Dahasi, f(a) <2 ve f(b) >4 / c

oldugu icin 2 <|f(b) - f(a)| yazilabilir. Buradan,
asagida verilen 2 < 1 celigkisine ulagilir:

2<|f(®)-f@)|=|(f®-L)-(f@-L)| = |f®)-L|+|fl@-L|<i+1=1. =

2-6 2 246
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Simdi, var olmayan limitler i¢in verilen klasik bir 6rnege bakalim. Genel
olarak bu 6rnek birinci sinif ders kitaplarinda basit bir sekilde ele alinir.

Ornek 13.4 11n(1) s1n(1) yoktur. Ispatlayiniz.

Dikkat edilirse x degiskeni 0 noktasina yaklag,tlkga = degeri biiyuyerek
sonsuza yaklagir. Bu sirada s1n( ) fonksiyonu yukari-asag: sicrama hareketi
yapar. Ustelik x degiskeni 0’a yaklastikca sicrama hareketi daha da hizlanir.

O A,
7 VT —~—

Sezgisel olarak, limitin olmadig: soylenebilir ¢linkii x degiskeni 0 noktasina
yaklastikca sin (1) fonksiyonu sabit bir sayiya yaklasmaz. Iste ispati:

Ispat. Olmayana ergi yontemini kullanalim. Kabul edelim ki liII(l) sin(1)=L

olsun. Tamm 13.2’ye gore dyle bir 6 vardir ki 0 < |x—0| < & iken |sin(1)-L| <
olur. Once, - kn <6 olacak sekilde bir % € N secelim. Buna gore 0 < |k— - 0| < 5
iken |sin (=) - L| <  olur. Buradan |sin(kn)-L|=[0-L|=|L|< 1 bulunur

Sonra, » +12 - <6 olacak gekilde bir £ € N segelim. Buna gére 0 < | 57~ +2 ~—0|<é

_1
SIH( %+12£7z ) -L

Yukarida |L| < Ve [1-L| = 4 oldugunu gosterdlk Bu bilgiyi kullanarak
=|L+(1-L)|= |L| +|1-L|<$+%=1yani1<} celiskisine ulagiriz. [ |

iken <7 L olur. Buradan |sin (% +2¢n)-L|=11-L| < g L hulunur.

Ornek 13.5 lir% xsin (l) limitini arastiriniz.
x— X

Bu ornek, fazladan bir x ¢carpam disinda 6nceki 6rnekle aynidir. Ancak
|s1n )| =1 oldugu i¢in x degiskeni 0’a yaklastikca xsm( ) fonksiyonunun
0’a g1tmes1 beklenir. Simdi gercekten de hn(l) x sm( ) =0 oldugunu gésterelim.

Ispat. Verilen bir ¢ > 0 icin 6 = € secelim. Dikkat edilirse 0 < |x—0| < & ifadesi
lx| < & ve |x| < € ile esdegerdir. Buradan |xs1n( )-0| = |xs1n( )| = lxl- |s1n( )| <
¢|sin(1)] =& 1=¢ yazlabilir. Tanim 13.2'den lim xsin(1) =0 elde edilir. m

Son bir not: hm f(x) = L ifadesinin anlamli olmasi i¢in f(x) fonksiyonunu
her xe(c-6,c¢) O (c ¢ +0) icin tamiml1 yapacak bir § olmasi gerektigini 248.
sayfada vurgulamistik. Ornegin, Tanim 13.2’ye gore hm vx yoktur ciinki
(-6,0)u(0,6) araliginin biitiini tizerinde /x taniml deg11d1r Analiz kitaplar:
hm vx =0 seklinde sagdan limit kavramim tanitir. Tanim 13.2 bunun i¢in
programlanmam1§ olsa da bu uyarlamalari ileriki derslerde gorebilirsiniz.
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Boliim 13.3 Alistirmalar:
Asagidaki limitlerin var olmadiklarin gosteriniz.

x|

L. limlog|x] 2. lim & 3. lim 5
4. lim cos (%) 5. limxcot(2) 6. lim 55

x—1 x—0

13.4 Limit Kurallar:

Analiz T kitaplart, lim f (x)g(x) = (lim / (x)) - (Ilim g(x)) gibi bircok limit kurals
verir. Bu kurallar, karmasik limitleri basit limitlere indirgeyip hesaplamaya
yardim eder. Fakat kullandiginmiz kitap, ispatlarint vermek yerine bu kural-
larin makul (ve faydali) gozlemler oldugunu kabul etmenizi istemis olabilir.

Simdi, Tanim 13.2’yi kullanarak bazi limit kurallarinm1 ispatlayalim.
Bunu yapmak, iki amaca hizmet eder. Birincisi, analiz bilginizi daha saglam
bir temele oturtur. Ikincisi, ileriki derslerde ve calismalarda yer alan limit
ispatlarinda faydali olabilecek yontemleri ve diisiince kaliplarini aydinlatir.

Sayfa 245’deki verilen 13.1, 13.2 ve 13.3 esitsizlikleri burada ¢ok 6nemli
bir rol oynar. Herhangi bir hatirlatma yapmadan kullanacagimiz bu esitsiz-
likleri kolaylik agisindan tekrar verelim: Her x,y € R i¢in

lx — yl < |x| + |y, lx + yl < |x| + |y, le] = |yl < lx+ yl.

Ik limit kurali, a € R olmak iizere f(x) = a sabit fonksiyonu ile ilgilidir.
Bu fonksiyonun grafigi, y—eksenini a noktasinda kesen yatay bir dogrudur.
Her c e Ri¢in }Cl_I)Itlj f(x) = a oldugu yeterince acik olsa da bunu ispatlayalim.

Teorem 13.2 (Sabit fonksiyon kurali) Eger a eR ise 3161_12 a =a olur.

Ispat. Kabul edelim ki a € R olsun. Tanim 13.2’ye gore glcg]% a = a oldugunu
ispatlamak i¢in her ¢ > 0 sayisina karsilik, 0 < [x—c| < § iken |a —a| < € olacak
sekilde bir § > 0 bulmak gerekir. Bu ¢ok kolaydir. Eger § =1 (ya da basgka
bir say1) secilirse |a —a| = 0 oldugu i¢in |a —a| < € otomatikman saglanir. W

Reel sayilar tizerindeki birim fonksiyon f(x) = x kurah ile tanimlanar.
Bu fonksiyon i¢in }Cg% f(x) = ¢ oldugunu ispatlayalim.

Teorem 13.3 (Birim fonksiyon kurali) Eger c € R ise lim x = ¢ olur.

xX—C
Ispat. Bir e >0 verilsin. Eger 6 = ¢ secilirse 0 < |x—c| < § esitsizligi |x —c| <¢

esitsizligini gerektirir. Bu ise Tanim 13.2’den lim x = ¢ anlamina gelir. ®
xX—cC
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Teorem 13.4 (Sabit ¢carpan kurali)
Eger 3161_rg f(x) limiti var ve a € R ise }61_1’2 af(x)=a }Cl_rg f(x) olur.

Ispat. Kabul edelim ki 3161_12 f(x) var olsun. hm af(x)=a hm f(x) oldugunu
gostermeliyiz. Eger a = 0 ise bu limit, 3151_120 O hahnl alir k1 Teorem 13.2’den
bu dogrudur. Bu nedenle ispatin geri kalan kisminda a # 0 varsayilabilir.

Simdi, 31}_12 f(x) =L kabul edip 91}_12 af(x) = aL oldugunu gosterelim. Tanim
13.2’ye gore £ > 0 i¢in 0 < |x—c| < & iken |af(x)—aL| < ¢ olacak sekilde bir 6 >0
bulmamiz gereklr O halde € > 0 secelim. hm f(x)=Lolduguicin 0<|x—c|<§
iken | flx)— L| <t £ olacak sekilde bir § >0 ) vardir. Bundan dolay10< |x—c| <&
iken |af(x) - aL| |a f(@)~L)|=lal-|f(x)~L| <lal; = € olur.

Ozet olarak, her £ > 0 i¢in 0 < [x—c| < § iken |af(x)—aL| < € olacak sekilde
bir 6 > 0 var oldugunu gosterdik. Tanim 13.2’den lim af(x) = aL olur. [ ]

X—c

Teorem 13.5 (Toplam kural1)
Eger 3161_12 f(x) ve 316111% g(x) var ise 3161_1‘2 (fx) +g(x)) = 316111% flx)+ 3161_12 g(x) olur.

Ispat. Kabul edelim ki 9151—15 f(x)=Lve }cgrgg(x) =M olsun. 3161_12 (f(x)+gx))=L+M
oldugunu gostermeliyiz. Yani her ¢ > 0 sayisina kargilik, 0 < |x —c| < 6 iken
|(£(x)+g(x))—(L+M)| < € olacak sekilde bir 6 bulmak gerekir. Dikkat edilirse

|(FGx)+ () = (L +M)| = |(f(x) - L) + (g(x) - M)
< |f()~L|+|g(x) - M]| (A)

yazilabilir. lim f(x) = L oldugu i¢in 0 < |x —c| < 8" iken |f(x) - L| < § olacak
sekilde bir §’ > 0 vardir. Ayrica 316132 g(x) =M oldugu i¢in 0 < |x —¢| < 6" iken
|g(x)— M| < § olacak sekilde bir 6" > 0 vardir. Simdi 6 = min {6’,6"} yani 6’ ve
6" sayilarindan kiiciik olan1 § olsun. Buna gore eger 0 < |x—c| < § ise (A)da
verilen esitsizlikten |(f(x) + g(x)) — (L + M)| < § + § = ¢ elde edilir.

Her ¢ >0 i¢in 0 < |x—c| <6 iken |(f(x)+ g(x)) — (L + M)| < € olacak sekilde
bir § > 0 var oldugunu gosterdik. Boylece }CI_IE (fx)+g(x))=L+M olur. W

Teorem 13.6 (Fark kural1)
Eger lim f(x) ve lim g(x) var ise lim (flx)—gx)) = lim f(x) - lim g(x) olur.

Ispat. Toplam ve sabit carpan kurallarindan asagidaki esitlik yazilabilir:
lim (f(x) - g(x)) =lim (f(x) + (—1)-g(x)) =lim f(x)+1lim(-1)- g(x)
xX—cC xX—c xX—cC X—cC
=lim f(x)+(-1)lim g(x) = lim f(x)—lim g(x). ]
x—c x—c x—c x—c
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Teorem 13.7 (Carpim kural)
Eger lim f(x) ve lim g(x) var ise lim f(x)g(x) = (}31‘3 f(x)) : (}Hg g(x)) olur.

Ispat. Kabul edelim ki lim f(x) = L ve lim g(x) = M olsun. lim f(x)g(x) =
oldugunu gostermeliyiz. Yani her £ > 0 sayisina kargilik, 0 < |x —c| < § iken
| (x)g(x) - LM| < € olacak sekilde bir 6 bulmamiz gerekir. Dikkat edilirse

|f(x)g(x)—LM| = |(f(x)g(x) - Lg(x)) + (Lg(x) - LM)|
<|f(x)g(x) - Lg)| + |Lg(x) -~ LM|
= |(f(x)-L)g@)| + |L(gx)— M)|
= |f)-L|-|g@)| +IL|-|g(x) - M]| (A)

yazilabilir. 361_1};1 f(x)=L ve glcllré g(x) = M oldugu i¢gin |x — ¢| yeterince kiicuk
secilerek (A)'daki |f(x)—L| ve |L|-|g(x)—M]| istenildigi kadar kiiciik yapilabilir.
Ancak |f(x)—L|-|g(x)| terimi biraz problemlidir ¢iinkii |f(x)—L| kiigiildiikce
|g(x)| biiyiiyebilir. Bu sorunu agmak i¢in 6’ > 0 sayisini, 0 < |x —c| < §' iken
|g(x)-M| < 1 olacak kadar kiigiik se¢elim. O halde 0 < |x—c| < 8’ oldugu siirece

lg@)| = |(g@)—M)+M| < |gx)-M|+|M| <1+ |M]|

olur. Buna gore (Ayda verilen |g(x)| carpanini, ondan daha biiyiik olan 1+|M|
ile degistirirsek 0 < |x — c| < §’ oldugu siirece asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

|F(0)g(x) - LM| <|f(x)—L|- (1+1M]) + LI - |g(x) - M]|. (B)

Simdi, 0 < |x —¢| < 6" iken |f(x)—L| < 2(1+|M\) olacak sekilde bir §” >0 ve
0<|x—cl<6" iken |g(x)— M| < 377 olacak sekilde 6" > 0 sayilarim segelim.
Buna gore § =min{§’,6”,6"} olsun. Eger 0 < |x—c| <6 ise (B) esitsizligi

£ &
|f(x)g(x)—LM| < A(1+IM]) +IL|- M:§+§_

2(1+ M) IMI)

halini alir. O halde her € >0 i¢in 0 < |x —¢| < § iken |f(x)g(x) - LM| < £ olacak
sekilde bir 6 > 0 oldugunu gosterdik. Sonug olarak }Cgrg fx)g(x)=LMolur. W

Son olarak verecegimiz kuralin ispati, carpim kuralinin ispatina benzer
ancak paydalarla ilgilenirken biraz dikkatli olmamiz gerekir.

Teorem 13.8 (Boliim kural)
Eger hm f(x)ile hm g(x) var ve ustelik hm g(x) #0 ise 11m i lur.

—c g(x) hn(l: g(x)
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Ispat. Kabul edelim ki 3161_12 f(x) =L ve }Cgrég(x) M # 0 olsun. hm [ L

c8) ~
oldugunu gostermeliyiz. Yani her ¢ > 0 sayisina karsilik, 0 < |x — cI <6 1ken
g% — L1 < olacak sekilde bir § bulmamiz gerekir. Dikkat edilirse
f@) L|_ |Mf@)-Lgx)|_ ‘ (Mf(x)-LM) - (Lg(x)—LM)'
gx) M| | Mg | Mg(x)
1
= |—(fw)-L)- -M
S F0=1)= g -0)
1
< —(f(x) —L)’ ; ’ e (g(x)—M)‘
1 L
() — —‘—‘ (x)-M (A)
" @] ()| @=L+ lg@)| 1M @) - M|

yazilabilir. 3161_1’2 f(x)=L ve }Cl_lg g(x) = M oldugu i¢in |x —c| yeterince kiiciik seci-
lerek, (A)’daki |f(x)-L| ve |£|-|g(x) - M| istenildigi kadar kiiciik yapilabilir.
Simdi | g( o carpani ile ilgilenelim. Bunun i¢in 6’ > 0 sayisini, 0 < |x —c| < &’
iken |g(x)- M| < 'M | olacak sekilde secelim. Buna gore eger 0 < |x—c| <6’ ise

Ig(x>|=|M+ g(x)—M|2|M|—|g(x)—M| |pg| - 1 11

olur. Boylece |g(x)| > Xl ya da | g(x)l |M| yazilabilir. Eger (A)da verilen g(x)l
terimini, ondan daha buyuk olan 7 ile degistirsek 0 <|x—c| < ¢’ iken
fx) L
—_— - L|+ B
20 M |M| | fx)-L]| (B)
elde edilir. Burada iki durum s6z konusudur.
1. Durum L # 0 olsun. Buna gére 0 < [x—c| < 6" iken |f(x)—L| < gli”' ve

0<|x—c|l<8" iken |g(x)- M| < £|If—;‘ olacak sekilde 6" > 0 ve 6" > 0 secelim.
Eger 6 =min{§’,6”,6"} dersek 0 < |x—c| < § i¢in (B) asagidaki hale gelir:

M2
4L

f(x) L i.slMl 2L

< +|—=|-
g M| M 4 |m2|f

£ €
_+ =
2 2

=E.

2. Durum L =0 olsun. Buna gore 0 < |x—c| < 6" iken |f(x)-L| < S'M' olacak

sekilde 6" > 0 secelim. Eger 6 =min{6’,6"} dersek (B) asagidaki hale gelir:
fix) L 2 E|M|

<
glx) M IMI 2

Iki durumda da her ¢ > 0 i¢cin 0 < |x—¢| < § iken ‘Li)—ﬁ‘ < € olacak

sekilde bir § > 0 var oldugunu gosterdik. Boylece ispat tamamlanmigtir. W
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Analiz dersinde, limit kurallarini ispatlamadiysaniz bile onlar1 yogun
bir sekilde kullandiniz. Hatirlanacag tizere chl_rg f(x) ifadesini hesaplarken

karsilagilan en yaygin problem, paydasi sifir oldugu i¢in f(c)'nin tanimsiz ol-
masidir. Bu problem, paydada sifira neden olan terim sadelestirilerek asilir.
1

Ornek 13.6 lim &

x—11—x

limitini hesaplayiniz.

Burada x degiskeni 1’e yaklagir. Eger x yerine 1 yazilirsa 1- ; 9 (tanimsiz)
olur. Ama 1-x terimini paydadan yok edip limit kurallarim uygulayablhrlz.

=lim
x—11-x x
. (1-x) : o
=lim (yukaridaki x ¢carpan dagitilir)
x—1 (1—x)x

lim
x—1

i1 11 x
1= (fonksiyon, 1= £ ile carpilir)
x

= lin% - ((1 - x) carpanlar sedelegtirilir)
x—1X
lim 1

_x—1
lim «
x—1

1
= 1 = 1. (limit kurallar1 uygulanir)

Boliim 13.4 Alistirmalar:

1. iki veya daha cok sayida f1,f2,...,f» fonksiyonlar1 verilsin. Her 1 <i < n icin
31513% fi(x) var ise chl_r}} (1) + fo@) + -+ + fn(x) = glcii]%fl(x) +}Ci§}f2(x) 4ot }Ciféfn(x)
oldugunu, Teorem 13.5 ile tiimevarim yontemini kullanarak ispatlayiniz.

2. 1ki veya daha cok sayida f1,fs,...,fn fonksiyonlar: verilsin. Her 1 <i < n i¢in
lim £,(x) var ise lim (F1(0)fo(0)- fo@) = (lim f1@) - (lim fo@) -+ (lim f,,(@)) oldu-
x—c x—c x—c x—c x—c

gunu, Teorem 13.7 ile timevarim yontemini kullanarak ispatlayiniz.

3. Eger f(x) bir polinom ise her ¢ € R i¢in 316111} f(x) = f(c) onermesini, onceki iki
aligtirma ile sabit carpan kuralin1 (Teorem 13.4) kullanarak ispatlayiniz.

4. Eger [ rasyonel bir fonksiyon (bir polinomun bagka bir polinoma béliimii) ve

gx)
f&x) _ fl)

g(c) #0 ise hm 1 ) = 50 oldugunu Aligtirma 3’i kullanarak ispatlayiniz.

5. Tanim 13.2’yi kullanarak limitin tek oldugunu ispatlayiniz. Bir baska ifadeyle
chgré f(x)=L ve 916111% f(x)=M ise L =M oldugunu gosteriniz.

6. Sikistirma teoremi: 6 >0 olmak tizere 0 < |x — c| < § sartim1 saglayan her x € R igin
g(x) < f(x) < h(x) olsun. Eger glciggg(x) =L= 315111% h(x)ise 916111% f(x) = L olur. Ispatlayinz.
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13.5 Siureklilik ve Turev

Limitlerin temel bir amaci, bir fonksiyonun “kotii” bir x = ¢ noktasi civarinda
nasil davrandigina dair bilgi edinmektir. Aslinda f(c) tanimli olmasa bile
3161_12 f(x) = L olacak gekilde bir L sayis1 var olabilir. Bu durumda x degigkeni,
yasakli ¢ noktasina yaklastikca f(x) degerleri de L sayisina yaklasir.

Elbette her x = ¢ noktas1 “kétii nokta” degildir. Ustelik f(c) taniml
ve 3161_12 f(x) = f(c) olabilir. Eger f fonksiyonunun tanim kiimesindeki her c
icin bu durum gecerli ise f siireklidir denir. Bir fonksiyonun siirekli olup
olmamasi ile ilgili konulara siireklilik konular1 ad: verilir.

Alinan ilk analiz dersinde, siirekliligin 6neminin gozden kagmasi muh-
temeldir. Yine ilk derste, siireklilik neredeyse gormezden gelinir. Halbuki
analizin teorik temeli siireklilik kavramina dayanir. Kabaca soylersek

Eger 0 zaman ’ f bazi 6nemli 6zelliklere sahiptir

formunda sayisiz teorem vardir. Siireklilik, fonksiyonlar hakkinda 6nemli
cikarimlar yapmamizi saglar. Asagida bunun tanimini bulabilirsiniz.

Tanim 13.3 Eger }Clgg f(x)=f(c) ise f(x) fonksiyonu x = ¢ noktasinda
siireklidir. Bunun i¢in asagidaki ti¢ kosulun birden saglanmasi gerekir.
1. f(c) tamimlidar,

2. chlllg f(x) vardar,
3. limf()=f(e).

Eger bu kosullardan biri ya da birka¢i1 saglanmiyor ise f fonksiyonu x = ¢
noktasinda siireksizdir.

Bu tanim1 agiklamak i¢in agsagida bes tane grafik verilmistir. Bunlardan
sadece en sagdaki fonksiyon x = ¢ noktasinda siireklidir

| c | ¢

1,3 saglanmaz 3 saglanmaz 2,3 saglanmaz 1,2,3 saglanmaz 1,2,3 saglanir

x=c noktasmda?(x) sureksizdir

x = ¢ noktasinda f(x) stireklidir
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Tanidik fonksiyonlarin ¢ogu, tanim kiimelerine ait her x = ¢ noktasinda
siireklidir. Ornegin, 6nceki boliimiin 3. ve 4. alistirmalarina gore polinomlar
ve rasyonel fonksiyonlar kendi tanim kiimeleri tizerinde siireklidir.

Stirekliligin uygulamalarindan biri de bileske fonksiyonlar igin limit
kuralidir. Onceki boliimde lim f (g)=F (jl}_lg g(x)) oldugunu kabul etmemiz
istenebilirdi. Ancak siireklilik varsayimi olmadan bu kural gecerli degildir.

Teorem 13.9 (Bileske kurali) Kabul edelim ki 31}35 g(x) =L olsun. Eger f

fonksiyonu x = L noktasinda siirekli ise }Cgrg flgw)=r (9161_12 g(x)) olur.

Ispat. Kabul edelim ki 3612% g(x) =L olsun. Buna ek olarak f fonksiyonu x =L
noktasinda siirekli olsun. Tanim 13.2’ye gore lim f (g(x) = f(L) oldugunu
gostermek icin her £ > 0 say1sina karsihik, 0 < i—c| < 6 iken lflg@)-fW)| <e
olacak sekilde bir § > 0 var oldugunu gostermemiz gerekir.

Simdi £ > 0 olsun. Tanim 13.3’e gore f fonksiyonu L noktasinda siirekli
oldugu icin 3%1_1314 f(x) = f(L) olur. O halde oyle bir §’ > 0 reel sayis1 vardir ki

lx—L| <&’ oldugunda |f(x)- f(L)| <€ olur. (A)

Ayn1 zamanda 3161_12 g(x) =L oldugu i¢in 0 < [x —c| < § oldugunda |g(x)—L| <6’
olacak sekilde bir 6§ > 0 reel sayis1 vardir.

Eger 0 < |x—c| <6 ise |g(x)—L| <6’ olur. O halde (Aydan |f(g(x))-f(L)| <€
yazilabilir. Buradan 3161_12 f(g) = f(L) elde edilir ve ispat tamamlanir. ®

Analizden bilindigi tizere reel degerli bir f fonksiyonunun tiirevi, limitin
var olmasi kosulu ile
() = lim f(x)—f(c)
xX—C XxX—C
biciminde tanimli bagka bir fonksiyondur. (Bu durumda f fonksiyonu c
noktasinda tiirevlenebilir denir.)
Hatirlanacag tlizere siireklilik, tiirevlenebilirlik i¢in gereklidir.

Teorem 13.10 Eger f bir noktada tiirevlenebilir ise o noktada sureklidir.

Ispat. Kabul edelim ki f fonksiyonu bir ¢ noktasinda tiirevlenebilir olsun.
Eger f fonksiyonu

flo)= %(x ~)+f(c)
seklinde yazilir ve her iki tarafin limiti alinirsa
tim )= tim P2 50)-(ime o) him )= 0.0+ £(00= £

bulunur. O halde 31}_12 f(x) = f(c) olur. Yani f fonksiyonu c’de siireklidir. W
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Boliim 13.5 Alistirmalar:

1. f(x) = /x fonksiyonunun her ¢ > 0 igin stirekli oldugunu ispatlayimz. Eger 9161_1’2 g(x)

var ve sifirdan buyik ise }Cme Ve =, /}}H} g(x) oldugunu gosteriniz.

2. Siireklilik, Teorem 13.9 i¢in gerekli bir koguldur. Bu gostermek i¢in x = L nokta-
sinda siirekli olmayan bir f fonksiyonu ile 31513% gx)=L ve 31}3 flg)#f (Jl}_lg g(x))
sartlarimi saglayan bir g fonksiyonu bulunuz.

13.6 Sonsuzdaki Limitler

Bazi fonksiyonlar i¢in xhlgo f(x) ve xgmmf (x) ifadeleri anlamlidir. Ornegin,
asagida grafigi verilen fonksiyonu ele alalim. Eger x saga (yani sonsuza)
dogru hareket ederse ona kasilik gelen f(x) degerleri 2’ye yaklagir. Bunu
sembolik olarakxlil& f(x)=2 ile ifade ederiz. Boyle bir limite sonsuzdaki
limit ad1 verilir. Ancak bu ifade biraz hatalidir ¢linkii x sonsuza dogru gider
fakat hicbir zaman sonsuz “olamaz.”

_________________________________________________________________

Dikkat edilirse x degiskeni sonsuza yaklastik¢a fonksiyonun grafigi, nok-
tah cizgilerle gosterilen, y = 2 dogrusuna yaklagir. Bu dogruya, fonksiyonun
bir yatay asimptotu denir. Asimptot, grafigin bir parcasi degildir ama x
buytdikee f(x) fonksiyonunun davranigini anlamamiza yardimei olur.

Yine yukaridaki sekile gore x sola (yani eksi sonsuza) dogru hareket
ettikce, ona kargilik gelen f(x) degerleri —1’e yaklasir. Bunu sembolik olarak
xEmoo f(x)= -1 ile gosteririz. O halde y = —1 yatay dogrusu, f(x) fonksiyonu
icin ikinci bir yatay asimptottur.

Genel olarak xlg& f(x) =L ifadesi, x yeterince biiyiik (yani sonsuza yakin)
secilerek f(x) degerinin L sayisina istenildigi kadar yakin birakilabilecegi
anlamina gelir. Bir bagka deyisle, her ¢ > 0 i¢in dyle bir N >0 vardir ki x > N
oldugunda |f(x)—L| < € olur. Bu kavram asagida gosterilmistir.
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Ayni sekilde lim f(x)=L ifadesi, x degiskeni eksi sonsuza yaklasarak
f(x) degerini L s§1§1_s(iona istenildigi kadar yakin birabilecegi anlamina gelir.
Bir bagka deyisle, her ¢ > 0 i¢in dyle bir N < 0 vardir ki x < N iken |f(x)-L| <&
olur. Asagida, bu fikirlerin bir 6zetini bulabilirsiniz.

Tanim 13.4 (Sonsuzdaki limitler)
1. xlirglof(x) = L ifadesi, her £ > 0 i¢in x > N oldugunda |f(x)—L| < € olacak

sekilde bir N > 0 reel sayis1 olmas1 anlamina gelir.

2. xljgnm f(x) = L ifadesi, her € > 0 i¢in x < N oldugunda |f(x)—L| < € olacak
sekilde bir N < 0 reel sayis1 olmas1 anlamina gelir.

Ornek 13.7 lim sin(x)

X—00

limitini inceleyiniz.
sm(x)

Her x e R icin —1 < sin(x) < 1 oldugunu biliyoruz. O halde x biyiidiikce
ifadesinin kii¢iilmesi beklenir. Bir bagka deyisle hm Sm(x) =0 olmahdlr

Simdi, Tanim 13.4’i kullanarak bunu 1spatlayahm Verilen bir ¢ > 0
sayisina kar§111k N = % secelim. Eger x > N ise x > % ya da % < ¢ yazilabilir.
Buradan —¢ < Lsin(x) < € ve boylece |22 | < ¢ elde edilir.

Ozet olarak verilen bir £ > 0 icin x > N oldugunda |
sekilde bir N > 0 vardir. Tanim 13.4 geregince hm Sm(x)

sin(x) - 0| < ¢ olacak

O olur.

y

B sin(x)

X

sin(x) _
===

Ayni mantikla th 0 oldugu ispatlanabilir. Boylelikle, yukarida

sm(x)

gosterildigi gibi, x—ekseni yani y = 0 dogrusu icin bir yatay asimptottur.
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Sonsuzdaki her limit var olmak zorunda degildir. Ornegin lim x2 limitini
g6z oniine alalim. Eger x sonsuza giderse x? de sonsuza gidf—zr.ooOrtak akal,
bu limitin olmayacagini séyler ciinkii x? degeri, sonlu her L sayisini asar.
Iyi bir alistirma olmas1 bakimindan bunu ispatlayalim.

Olmayana ergi yontemini kullanalim. Kabul edelim ki xllrg x2 = L olacak
sekilde bir L € R olsun. Simdi € = 1 secelim ve x > N oldugunda |x2-L| <1
olacak sekilde bir N bulmak i¢in Tanim 13.4’i uygulayalim. Egitsizlik 13.3’e
gore |x?|—|L| = [x?|—|-L| < |x®+(-L)| = |x* - L| < 1 yazilabilir. Bir bagka ifade
ile her x > N icin x? - |L| < 1 veya x2 < 1+ |L| olur. Ama bu ifade, N ve 1+|L|
sayillarinin ikisinden de biiyiik x degerleri i¢in yanlistir. Bu ise bir ¢eligkidir.

Aslinda hm x% var olmasa bile x sonsuza glderken x¥nin sinirlanamaz
bir sekilde buyudugunu belirtmek i¢in hm x2 = oo ifadesini kullanabiliriz.
Genel anlamda 3}1330 f(x) = oo limiti, f (x) degerlmn eninde sonunda her L
sayisini asacagini belirtir.

1. lim f(x) = 0o ifadesi, her L reel sayisi i¢in x > N oldugunda f(x) > L
gI;Zak sekilde pozitif bir N olmas1 anlamina gelir.

2. lim f(x) = —oo ifadesi, her L reel sayisi i¢in x > N oldugunda f(x) <L
f)lggak sekilde pozitif bir N olmas1 anlamina gelir.

Bir sonraki boliimde, lem f(x) = +oo formundaki limitler kiiciik bir rol oynar.

Bolim 13.6 Alistirmalar:
Asagidaki aligtirmalar1 Tanim 13.4’G kullanarak ispatlayiniz. (Uygun olan her

durumda, Boliim 13.4’deki ilgili ispat1 buraya uyarlayabilirsiniz.)
1. Eger neNise lim xi" =0diwr. 2. hm % % 3. Eger aeRise lim a =a’dir.
x—00 X—00

4, Eger lim f(x) var ve a € Rise lim af(x)=a lim f(x) olur.
X—00 x—00 x—00

5. Eger lim f(x) ve lim g(x) var ise lim (f(x)+g(x)) = lim f(x)+ lim g(x) olur.
X—00 X—00 X—00 X—00 X—00

6. Eger lim f(x) ve lim g(x) var ise lim f(x)g(x)= (hm f(x)) : (hm g(x)) olur.
X—00 X—00 X—00 X—00 X—00

7. Eger xllrglo f(x) ve xlg(r)lo g(x) var ise xlggo (f(x)-gx)) = lim f(x) —j}irglog(x) olur.

8. Eger lim f(x)ile lim g(x) var ve lim g(x)#0ise lim —— = =
g(x) hm g(x)

olur.

9. Eger lergo g(x) =L ve x =L noktasinda f siirekli ise xllg;lo flgx)=F (xll»r& g(x)) olur.

10. th sin(x) limitinin var olmadigini ispatlayinmz.
—00
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13.7 Diziler

Son iki boliimde, dizileri ve serileri ele alacagiz. Bu konular, genel olarak
analiz dersinin ikinci doneminde verilir.
Hatirlanacag tizere reel sayilardan olusan ve uzunlugu sonsuz olan

ai, a2, ag, aq, as, ...

bicimindeki bir listeye dizi denir. Burada a; sayisina birinci terim, as
sayisina ikinci terim denir. Isimlendirme bu gekilde devam eder. Ornegin,

9 3 4 5 6 T
> 4> 92 16° 25° 36° *°°

dizisinin n—yinci terimi a,, = ”n—+21 ile verilir. Buna dizinin genel terimi denir.
Bir dizi, genel terimi icin bir kural verilerek tanimlanabilir. Ornegin,
. . —_ n+1 . . [V} . . .
genel terimi a, = H)IIA olan dizi agsagida verilmistir:

9 _3 4 _5 6 _1 .
’ 2y 8» 4> 5> 5 .

Genel terimi a, olan dizi {a,} ile gosterilir. Ornegin yukaridaki ii¢ dizi;

(=D"*'(n+1)

sirasiyla {a,}, {%5} ve { — } biciminde ifade edilebilir. Bu kapsamda

{n? + 1} ile temsil edilen dizi asagida verilmistir.
2, 5, 10, 17, 26, 37, ---.

Bazen bir diziyi tanimlamak i¢in o dizinin ilk birkac terimi yazilir ve
say1 oriintiisiinden genel terimin anlagilmasi beklenir. Ornegin

1, 4,9, 16, 25, ---

oriintiisiindeki ilk bes terimle uyusan en acik kural n2 oldugu icin bunun
{n?} dizisi oldugu diisiiniilebilir. Ancak sinirh sayida terim, sonsuz bir diziyi
hicbir zaman tam ve kusursuz olacak sekilde belirleyemez. Bu noktaya
dikkat edilmelidir ciinkii 1,4,9,16,25,... dizisinin genel terimi a, = n? degil
de a, =n?+(n—1)(n—-2)(n - 3)n —4)n -5) olabilir. Buna gore ilk bes terim
uyussa da altinci terim beklendigi tizere ag = 36 degil ag = 156’d1r.

Bir {a,} dizisi, f(n) = a, seklinde taniml f:N — R fonksiyonu olarak
diisiiniilebilir. Ornegin, {1- 1} dizisi f(n)=1- 1 fonksiyonudur. Bu manada
dizinin grafigi ¢izilebilir. Ancak tanim kiimesi R yerine N oldugu icin grafik,
bir egri boyunca dizilmis boncuklara benzer. Iste {1- 1} dizisinin grafigi:

1 ............................."'
P

1
2

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
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Kabaca soylersek eger n biiytidiikge a, degerleri bir L sayisina yaklasiyor
ise o zaman {a,} dizisi L sayisina yakinsiyor denir.

Ornegin bir 6nceki sayfada verilen {1- %} dizisi L = 1 sayisina yakinsar
cunkii n biytdikece 1 - % ifadesi 1’e yaklagir.

Yakinsaklikla ilgili gozlemleri ispatlamak i¢in net bir tanim gerekir. Bu
tanim, Boliim 13.6’da verilen sonsuzdaki limitler tanimindan uyarlanabilir.
Eger n yeterince biiyiik oldugunda a, degerleri bir L sayisina istenildigi
kadar yakin birakilabiliyor ise {a,} dizisi L’ye yakinsar. Iste net tanim:

Tanim 13.5 Her ¢ >0 i¢in n > N oldugunda |a, — L| < ¢ olacak sekilde
bir N €N var ise {a,} dizisi L € R say1sina yakinsar.

Eger {a,} dizisi L’ye yakinsiyor ise lim a, =L yazilir.
n—oo

Eger {a,} dizisi herhangi bir L’ye yakinsamiyor ise dizi iraksaktir denir.

Tanim 13.5 agagida aciklanmigtir. Ne kadar kiiciik olursa olsun, her ¢ >0
i¢cin 6yle bir N tamsayis1 vardir ki n > N oldugunda, dizinin terimleri L —¢ ile
L +¢ arasinda kalir. Kiiciik € degerleri, biiyiik N degerlerini gerektirir. Fakat
€ ne kadar kiiciik secilirse secilsin, n > N iken L ile a, arasindaki uzaklig:
¢'dan kiiciik birakacak sekilde (muhtemelen ¢ok biiytik) bir N sayis1 vardir.

«~—tTt+—t—FFe+—F—F—t—F—+———F——F—+—F—F—F—F—F——F———F—F——F—F—F——F—F——F—F———>
3 3 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 n
°

o ©® T

N

Ik érnek olarak 6nceki sayfada (s. 261) grafigi verilen {1- 1} dizisine
geri donelim. Dikkat edilecegi tizere n arttik¢a 1 degeri 0’a, 1- 1 degeri
de 1’e yaklasir. Dolayisiyla dizinin 1’e yakinsak oldugu goriilebilir. Simdi
Tanmim 13.5’i kullanarak bunu ispatlayalim.

Ornek 13.8 {1- 11 dizisinin 1’e yakinsadigim ispatlayimz.

Ispat. Kabul edelim ki ¢ > 0 olsun. Eger N > ¢ secersek % < ¢ yazilabilir.
Béylelikle n > N oldugunda |a, - 1| =|(1-2)-1| =1 < & <& olur. Tanim 13.5
geregince {1-1} dizisi I’e yakinsar. [
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Ornek 13.9 {HYZLM} dizisini inceleyiniz.

Dizinin ilk birkag terimi 2, — 2, g, i, g, &>+ seklindedir. Dikkat edilirse
tek terimler pozitif ve cift terimler negat1f olacak bicimde dizin terimleri

pozitif ile negatif arasinda degisir. Bu dizinin grafigi asagida verilmistir.

| > T

Bu sekile gore n arttikca, dizinin terimleri 1 ile —1’e yakin degerler
arasinda gider gelir. Bu gozlem, a, = %1(’”1) genel terimi incelenerek de
yapilabilir. Dikkat edilirse » biiylidiikce %= ifadesi 1’e yaklagir ama —1’'in
kuvvetleri terimlerin isaretini degistir. Genel terim tek bir sayiya yaklasg-
madig1 icin dizi iraksaktir. Simdi bunu ispatlayalim. Ispatta su argiiman:
kullanabiliriz: Eger dizi bir L sayisina gercekten yaklagirsa L hem 1 hem de
—1 sayilarina ¢ birim kadar uzaklikta olur. Ancak ¢ < 1 ise bu imkansizdir.

n+l

Ispat. Ispatiolmayana ergi yontemiyle yapalim. Kabul edelim ki {(_1)";&}

dizisi bir L sayisina yakinsak olsun. Eger ¢ = 1 secersek Tanim 13.5’e gore

oyle bir N € N vardir ki n > N oldugunda |Ll(”’+l) —L|<1olur.

D+ _
n

Eger n tamsayisi tek ise a, = ntl 5 1 olur. Fakat n cift ise

an = M —2tl < —1 olur. Simdi m >N olacak sekilde bir tek say1 ve

n>N olacak §ekllde bir ¢ift say1 secelim. Yukaridaki satirlardan

2=1-(-1) < a,,—a, (l<a,vel<-ay,)
= |am—an| (am - a, pozitiftir)
= |(@m —L) - (an—L)| (a, —a, ifadesine 0 =L — L ekle)
< |am —L|+]an L] (lx =yl < 2l +Iy1)
< 1+1=2 (n>N igin |a, -L| 1)

yazilabilir. Buradan 2 < 2 celigkisi elde edilir. O halde dizi iraksaktir. =

Iraksak dizilere baska bir 6rnek daha verelim. Genel terimi a, = n? olan
1,4,9,16,25,... dizisi iraksaktir ciinkii lim n? = co degeri bir say1 degildir.
n—oo
Bu tarz durumlarda dizi sonsuza iraksar denir.
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Tanim 13.6 (Sonsuza iraksama)

1. Eger lim a, =ocoise {a,} dizisi sonsuza 1raksar denir. Bunun anlamy,
n—oo

her L >0 i¢in n > N iken a, > L olacak sekilde pozitif bir N olmasidir.

2. Eger lim a, = —~coise {a,} eksi sonsuza iraksar denir. Bunun anlama,
n—oo

her L <0 i¢in n > N iken a, <L olacak sekilde pozitif bir N olmasidar.

Bu tanim, sonsuza iraksamak adi verilen bir koguldan bahseder. Ancak

bu kosulu saglayan bir dizinin Tanim 13.5’e gore de iraksak oldugunu hentiz
ispatlamadik. Asagidaki 7. alistirmada bunu yapmaniz istenecektir.

Boliim 13.7 Alistirmalar:

1.

2.

e

o

10.

11.

12.

13.

14.

© ® xS

{27':} dizisinin 0’a yakinsadigini ispatlayiniz.

5+ %} dizisinin 5’e yakinsadigini ispatlayiniz.

[\

S
[

[uy

+ o .
1 } dizisinin sonsuza raksadigim ispatlayiniz.

2n+1

snt:} dizisinin %’e yakinsadigini ispatlayiniz.

{1- &} dizisinin 1’e yakinsadigin ispatlayimz.
{

5”;—2”} dizisinin %’e yakinsadigini ispatlayiniz.

Sonsuza 1raksayan bir dizinin iraksak oldugunu ispatlayiniz.

Her ceRicin ¢,¢,c,c,... sabit dizisi ¢ sayisina yakinsar. Ispatlayimiz.

Eger {a,} dizisi L’ye yakinsak ve c € Rise {ca,} dizisi cL’ye yakinsar. Ispatlayimz.

Eger {a,} dizisi L sayisina ve {b,} dizisi M sayisina yakinsiyor ise {a, + b,}
dizisinin L + M sayisina yakinsadigini ispatlayiniz.

Eger {a,} dizisi L sayisina ve {b,} dizisi M sayisina yakinsiyor ise {a,b,} dizisi-
nin LM sayisina yakinsadigin ispatlayiniz.

Eger {a,} dizisi L say1sina ve {b,} dizisi M # 0 say1sina yakinsak ise {3*} dizisinin
]f—,l sayisina yakinsadigini ispatlayiniz. (Her n € N icin b, # 0 kabul edilebilir.)

Her {a,} dizisine karsilik bir {|a,|} dizisi vardir. Eger {|a,|} dizisi 0’a yakinsak
ise {a,} dizisinin de 0’a yakinsak oldugunu ispatlayimz. Ayrica {|a,|} dizisi bir
L #0 sayisina yakinsak fakat {a,} iraksak olacak sekilde bir 6rnek veriniz.

Yeterince biiyiik n sayilar: i¢in a, < b, < ¢, sartim saglayan {a,}, {b,} ve {c,}
verilsin. (Yani n > M iken a, < b, <c, olacak sekilde bir M tamsayis1 var olsun.)
Eger {a,} ve {c,} dizileri L’ye yakinsiyor ise {b,} de L’ye yakinsar. Ispatlayiniz.
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13.8 Seriler

Analizden bildiginiz tizere diziler ve seriler arasinda biiyiik bir fark vardir.
Dizi; a1, a9, a3, a4, as, ag, ...bigcimindeki sonsuz bir listedir.
Seri; a1 +as+ag+ag+as+ag+ - bicimindeki sonsuz bir toplamdar.
Hatirlanacag tizere a1,a2,a3,a4,a5,a6,... dizisi {a,} ile gosterilir. Bir

seriyi gostermek i¢in ise asagidaki toplam (sigma) semboli kullanilir:

Zak = a1+tagtastagstast+ag+ -

=
|
—

Ornegin,

= St ot —+—+—+
2 4 8 16 32 64

1111111
ok

by

Bu toplamin tahminen 1 oldugunu séylenebilir. Fakat

S k+
L -

k=1

+ ot

F—‘ll\')
ol o
(SN IEN|

5
+—+
4

MICD
W~

sonsuz toplaminin her bir kesri 1’den biiyiik oldugu ic¢in bu toplamin co
oldugu goriilebilir.

Seriler analiz i¢in 6nemlidir ¢iinkii karmagik fonksiyonlar serilerle
ifade edilebilir. Ustelik bu serilerin terimleri, basit cebirsel islemlerle elde
edilir. Analiz derslerinden bildiginiz tizere fonksiyonlar agagidaki kosiniis
ornegide oldugu gibi Maclaurin serisine agilabilir.

00 (_1)k ok x2 x4 x6 x8 xlO
0s® = X G Tyt e e 100

Seriler konusunda herhangi bir ilerleme kaydetmeden 6nce, sonsuz
sayida sayiy1 toplamanin ne demek oldugunu acikca belirtmek gerekir.
Bunun bir anlam ifade ettigi ve etmedigi durumlar:1 anlamak gerekir. Bir

Zak = a1tag+asgt+ags+as+agt+ayt+agt+ag+ -
k=1

serisinin toplaminin sonlu olup olmadigini belirlemenin yolu, seriyi n—yinci
terimde sonlandirmaktir:

n
ar = ay1tagt+tagt+tagt+ast+ag+---t+a,.
k=1

Serinin n—yinci kismi toplami denen bu toplam s, ile gosterilir.
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Her bir n pozitif tamsayisina karsilik, serinin bir s,, kismi toplam1 vardir:

s1 = a1

S9g = ai1tag

83 = ai1tag+tas

S4 = oa1t+tagtagtas

S5 = a1tag+tagtaqgt+ag

Sp = ai1tag+tagtagt+tas+---+a, = Zak

Eger S = OZO ap, sonsuz toplami bir anlam ifade edecekse s, = i ap, kismi
toplama, yetekr_iilce biiyiik n degerleri i¢in S’ye yaklagik bir degerl'e ?/}ermelidir.
Ustelik n biiyiidiikee s, toplami1 S sayisina daha da cok yaklagsmalidir. Bir
bagka deyisle s1,s9,s3,54,55,... kismi toplamlar dizisi S sayisina yakinsa-
malidir. Ana tanim, bu gozleme dayanir. Eger sonsuz bir seriye ait kismi
toplamlar dizisi yakinsak ise o serinin kendisi de yakinsaktir denir.

Tanim 13.7 Eger Z aj, serisinin {s,} kismi toplamlar dizisi bir S sayisina
k=1

yakinsiyorsa serinin kendisi de S’ye yakinsiyor denir ve Z ap =S yazilr.
k=1

Eger {s,} iraksak ise OZO ay, serisi de iraksaktir. Bu durumda OZO ay, ifadesi
k=1 k=1
sonlu olmadig i¢in bir anlam ifade etmez.

Ornek 13.10 OZO 2% =1 oldugunu ispatlayiniz.
k=1

Ispat. Serinin n—yinci kismi toplami s, = 21 +53 + Ly “+om L ile verilir. Dikkat

edilirse s, =2s, —s, yazilabilir. Simdi, s, 1(;1n daha kullamsh bir formiil
bulmak amaciyla bu egitligi acalim ve benzer terimleri sadelestirelim:

_ 1 1 1 1 1) (1 1 1 11
e T A A T ST I CT - A T T
(2 2 2 2 2\ (1 1 1 11
Tttt T gt e et T T T e T
11 11 1 1 1 1 1) 1
B R T T Y B E T T ST BT

Yani s, = 1- 5 olur. Aligtirma 13.7.4 geregince {Sn} {1- 2} ile verilen

=1leldeedilir ®

kismi toplamlar dizisi 1’e yakinsar. Tanim 13.7’den Z o =

k=1
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Onceki 6rnege ragmen bir dizinin veya bir serinin belirli bir sayiya
yakinsadigini géstermek icin Tanim 13.5 ve Tanim 13.7 pratikte nadiren
kullanilir. Bunlarin yerine, standart bir analiz dersinde verilen yakinsama
testlerini kullanma egilimi daha yaygindir. Bu testlere 6rnek olarak karsi-
lastirma testi, oran testi, kok testi ve alterne seri testi verilebilir. Bu testleri ve
teknikleri nasil kullanacaginizi analiz dersinde 6grendiniz. Ancak onlarin
neden gecerli oldugunu ispatlamamis olabilirsiniz. Bunu vurgulamamizin
sebebi, Tanim 13.5 ve Tanim 13.7'nin bahsedilen testleri ispatlamak i¢in
kullanilmasidir. Bu noktanin altini ¢izmek icin birka¢ yakinsama testini
alistirmalar kisminda ispatlamaniz istenecektir.

Ornek olarak, iraksaklik testini elde etmemizi saglayan bir teoremin
ispati ile bu bolimii kapatalim.

Teorem 13.11 Eger OZO ay, serisi yakinsak ise {a,} dizisi 0’a yakinsar.

Ispat. Dogrudan ispat yapalim. Kabul edelim ki OZO ar yakinsak olsun. Bu
k=1

serinin toplamina S diyelim. Tanim 13.7’ye gore {s,} kismi toplamlar dizisi
S’ye yakinsar. Tanim 13.5°den, her £ > 0 icin n > N oldugunda |s, -S| <¢
olacak sekilde bir N € N vardir. Ayrica n—1> N oldugunda |s,—1 — S| < ¢ olur.

Simdi, {a,} dizisinin 0’a yakinsadigim1 gostermek igin ¢ > 0 secelim.
Onceki paragrafa gore n > N’ iken |s, — S| < 5 ve |s,-1— 8| < 5 olacak sekilde
bir N’ e N vardir. Her n > 2 icin a,, = s, —s,_1 yazilabilir. O halde n > N’ iken

|an =0] = |sn=sn-1] =|(sn =S) = (sn-1- 5|

£
< |sn—S| |sn 1—S| < §+§:8
olur. Sonug¢ olarak, Tamim 13.5 geregince, {a,} dizisi 0’a yakinsar. [ ]

Bu teoremin karsit tersi, kullaniglh bir iraksaklik testi verir.

Sonugc 13.1 (Iraksaklik testi) Eger {a,} iraksak ya da sifirdan farkh bir

o0
saylya yakinsak ise Y a; serisi iraksaktir.
k=1

Ornegin, iraksaklik testine gére % (1- 1) serisi iraksaktir ¢iinkii {11}

n

dizisi 1’e yakinsar. Ayrica Z S 1) serisi de iraksaktir ¢iinkii

dizisi iraksaktir. (Bkz: A11§t1rma 13.9, s. 263.)
Iraksaklik testi sadece serilerin iraksak oldugunu gostermek icin kulla-
nilabilir. Yakinsaklik hakkinda higbir bilgi vermez. Eger {a,} dizisi 0’a ya-

[e.0]
kinsiyor ise Y. a; serisi yakinsak olabilir veya olmayabilir. Bu, serinin ken-
k=1
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disine baglidir. Teorem 13.11 geregince OZO ay, serisi yakinsak ise {a,} dizisi
1

= o0
kesinlikle 0’a yakinsar. Ancak {a,} dizisinin 0’a yakinsamasi, ) aj, serisinin
k=1
yakinsak olacagi anlamina gelmez. Bunun bir 6rnegi

ile verilen Harmonik seridir. Unite 10’daki Alistirma 21’e gére bu serinin
ilk 2" tane terimin kismi toplami
1 1 1

1 n
+—+=+--+ +—==21+=
3 4 2n—-1 2n 2

N |~

1+
Son = —
ST

kosulunu saglar. Ustelik n arttikca 1+5 simirlanamaz bir sekilde biiyiir. Yani
kismi toplamlar dizisi iraksaktir. Sonug olarak harmonik seri iraksaktir.

Boliim 13.8 Alistirmalar:

Tanim 13.7’yi (ve gerekirse de Tanmim 13.5’i) kullanarak agagidaki sonuglari ispatla-

yiniz. Bunlarin ¢éziimleri, kapsamlh bil;o analiz kitabinda bulunabilecegi i¢in kitabin

sonuna dahil edilmemistir. Asagida, Y a, ifadesi kisaca } a;, olarak yazilmistir.
k=1

1. Geometrik seri, a +ar +ar®+ar® +--- formundaki bir seriye denir. Burada a ve r
birer reel sayidir. (Toplamin ilk terimi a’dir ve k—yinc1 terimi ise 6nceki terimin
r katidir.) Eger |r| <1 ise serinin ;% sayisina yakinsadigini ispatlayiniz. Ayrica,
a #0 ve |r| = 1 ise seri wraksaktir. (Eger yardima ihtiyaciniz olursa a =r = %
kosulunu saglayan geometrik seri hakkindaki Ornek 13.10’a bakabilirsiniz.)

2. Karsilagtirma testini ispatlayimiz: Kabul edelim ki Y a; ve Y b, iki seri olsun.
Her % i¢in 0 <aj < b, olmak tizere Y b;, yakinsak ise Y a; da yakinsaktir. Ayrica,
her % igin 0 < b}, <aj, olmak tizere Y b;, iraksak ise ) a; da iraksaktir.

3. Limit karsilagtirma testini ispatlayiniz: Her % icin ay, by > 0 olacak sekilde Y ay,

ve Y by, serileri verilsin. Eger Y b, yakinsak ve lim Z—’Z =0ise Y aj da yakinsaktir.
n—oo

(Ispat icin yukaridaki alistirmalarin herhangi birini kullanabilirsiniz.)

4. Mutlak yakinsaklik testini ispatlaylnlz: Bir Y a;, serisini ele alalim. Eger } |a|
yakinsak ise Y} a, da yakinsaktir. (Ispat i¢in yukaridaki aligstirmalarin herhangi
birini kullanabilirsiniz.)

5. Oran testini ispatlayimiz: Her k icin aj pozitif olmak tizere } a; serisi verilsin.
Eger lim a(l;_;l =L <1 ise Y a; serisi yakinsaktir. Fakat L > 1 ise } a; wraksaktir.
n—oo

(Ispat i¢cin yukaridaki alistirmalarin herhangi birini kullanabilirsiniz.)
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Kardinalite

u iinite, kiimelerin kardinalitesine ayrilmistir. Ilk bakista bu konu ¢ok
basit goruniir. Bir kiimenin kalitesini bulmak icin onun elemanlarini
saymak gerekir. Ornegin, A = {a,b,c,d} ise |A|=4 ve B={n€Z:-5<n <5}
ise |B| = 11’dir. Bu durumda |A| < |B| olur. Bundan daha basit ne olabilir ki?
Aslinda, sonsuz kiimelerdeki kardinalite kavrami oldukc¢a karmagiktir.
Bu iinitenin ana temasi, ¢ok sayida farkli sonsuzluk tiirleri oldugunu ve
bazi sonsuzluklarin digerlerinden daha biiyiik oldugunu aciklamaktir. Her
ikisi de sonsuz kardinaliteye sahip A ve B kiimeleri i¢in |A| < |B| olabilir.

14.1 Esit Kardinaliteli Kiimeler

Iki kiimenin ayn1 kardinaliteye sahip olmasinin ne anlama geldigini tarti-
sarak ise baglayalim. Bu noktaya kadar, A ve B kiimelerinin ayni1 sayida
elemani olmasi halinde |A| = |B| oldugunu soyledik. Buna gore A ve B kii-
melerinin elemanlar1 sayilir. Eger aym sayi elde edilirse |A| = |B| olur.

Bu strateji, sonlu (ve ¢ok biiyiik olmayan!) kiimelerde ise yarar ancak son-
suz kiimelerde ise yaramaz. Ciinkii sonsuz kiimelerin elemanlar1 saymakla
bitmez. Bu nedenle hem sonlu hem de sonsuz kiimelerde kullanilabilecek
yeni bir yaklagima ihtiya¢ duyariz. Bu yaklasim agsagida verilmistir:

Tanim 14.1 Egleme olacak sekilde bir f : A — B fonksiyonu var ise A ve B
kiimeleri ayni kardinalitelidir denir ve |A| = |B| yazilir. Eger béyle bir
esleme yoksa bu kiimelerin kardinaliteleri farklidir ve |A| # |B| yazilir.

A B
f

a 0

b 1

c 2

d 3

e 4

Yukaridaki sekil, verdigimiz tanima bir 6rnektir. Birebir ve 6rten bir
f : A — B fonksiyonu var oldugu i¢in |A| = |B| olur. Bu fonksiyon, A ve B kii-
melerini eglestirir. Bunu, A kiimesinin B tlizerine miitkemmel bir uyum sag-
layacak sekilde yerlestirilebilecegini gosteren yontem olarak diistinebiliriz.



270 Kardinalite

Eger A ve B kiimeleri asagidaki sekillerin herhangi birinde gosterildigi
gibi ise bir f : A — B eslemesi yoktur. (Elimizden gelenin en iyisi, ya birebir
ya da orten ancak her ikisi birden olmayan bir fonksiyondur.) Kardinalite
tanimi1 boyle durumlarda |A| # |B| oldugunu soyler.

A B A B
f f
a 0 a 0
b 1 b 1
c 2 c 2
d 3 d 3
4 e

Ornek 141 A={neZ:0<n<5}veB={neZ:-5<n<0} aynm kardinali-
telidir ¢linkii f(n) = —n olarak tanimli f : A — B fonksiyonu bir eslemedir.

Sirasiyla su yorumlar: yapabiliriz. Birincisi, |A| = |B| ise A kiimesinden
B kiimesine bir¢ok esleme olabilir. Ancak |A| = |B| sonucunu ¢ikarmak icin
bunlardan sadece bir tanesini bulmak yeterlidir. Ikincisi, eslemeler burada
cok biiyuk bir rol oynar. Eslemelere bijeksiyon da denir. Bu baglamda
Ornek 14.1’deki f(n) = —n fonksiyonu bir bijeksiyondur. Ayrica birebir fonk-
siyonlara injeksiyon, orten fonksiyonlara da surjeksiyon denir.

Tekrar vurgulayalim: Tanim 14.1 hem sonlu hem de sonsuz kiimeler
icin gecerlidir. A ve B kiimeleri sonsuz oldugunda bir f : A — B eslemesi var
ise |A| = |B| olur. Boyle bir egleme yok ise |A| # |B| olur.

Ornek 14.2 Asagdaki tablo ile taniml  : N — Z fonksiyonu bir eslemedir.

n‘123456789101112131415

f(n)‘O 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -5 6 -6 7 -7

Bu nedenle |N| =|Z| olur. Simdi bunun neden dogru olduguna bakalim. Dik-
kat edilirse f hem birebir hem de o6rten olacak sekilde tanimlanmigtir. Her
tamsay1, sonsuz uzunluktaki ikinci satirda sadece bir kez kullanilmigtar.
Bu tabloya gore, herhangi bir b € 7 i¢in f(n)=b olacak sekilde bir n dogal
sayisi vardir. O halde f ortendir. Tablonun olusturuma sekli, m # n oldu-
gunda f(m) # f(n) olmasim gerektirir. Dolayisiyla f birebirdir. Sonug olarak
f :N— Z bir eglemedir. Tanim 14.1 geregince |N| = |Z| olmalidir.

Ornek 14.2 kafamz biraz karistirabilir. Bir taraftan, N ve Z sonsuz
olduklari i¢in |N| =|Z| ifadesi anlamlidir ¢iinkii bunlarin her ikisinin kardi-
nalitesi de “sonsuz”dur. Ote taraftan, Z kiimesi N kiimesinin iki katiymis
gibi goriuniir ¢cinki Z kiimesi pozitiflerin yam sira tiim negatif tamsayilar
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daicerir. Tanim 14.1 bu belirsizlige son verir ¢iinki f : N — Z fonksiyonu N ve
Z kiimelerini eglestirdigi i¢in |N| = |Z| olur. Bunu bir teorem ile 6zetleyelim.

Teorem 14.1 Birebir ve orten yani esleme olacak sekilde bir f:N — Z
fonksiyonu vardir. Bu nedenle |N| = |Z| olur.

Dogal sayilar ve tamsayilar kiimeleri ayni1 kardinalitelidir. Bu gozlem,
bizi diger sonsuz kiimelerin kardinalitelerini kargilastirmaya tesvik eder.
Ornegin, N ve R nasil karsilastirihir? Simdi dikkatimizi buna verelim.

Aslinda |N| # |R/’dir. Bu gézlem, ilk olarak Georg Cantor (1845-1918)
tarafindan yapilmistir. Cantor, zekice bir yontem kullanarak érten olacak
sekilde bir f : N — R fonksiyonu olmadigini géstermistir. (Buna gore bir
f :N— R eslemesi yoktur ve Tanim 14.1 geregince |N| # |R| olmalidir.)

Simdi, orten bir f :N — R fonksiyonunun neden olamayacagini1 gosteren
Cantor’un yontemini aciklayalim. Tam bir ispat yazmak yerine bunu gayri-
resmi bir gekilde yapalim. Rastgele bir f : N — R fonksiyonunu ele alalim.
Iste f fonksiyonunun neden 6rten olamayacaginin sebebi.

Bu fonksiyon i¢in bir tablo olusturup sol tarafa n € N degerlerini, sag
tarafa da f(n) degerlerini yazdigimizi hayal edelim. Béyle bir tablonun ilk
bir kag satir1 agagidakine benzer. Bu tabloda, f(n) reel sayisinin tiim ondalik
basamaklar: sag tarafa acgilacak sekilde yazilmigtir. Buna gore 6rnegin, £(1)
sayisinin degeri 0,4 olsa bile bu say1 0,40000000... olarak yazilmigtir.

n | f(n)

1/0, 40000000000000...
218, 50060708666900...
3|17, 505600940044101...
4 15, 50704008048050...
516, 90026000000506 ...
6 | 6, 82809582050020...
716, 50505550655808...
8| 8, 72080640000448...
910, 55000088880077...
10/ 0, 50020722078051 ...
112, 90000880000900 ...
12| 6, 50280008009671 ...
13| 8, 890080240080580...
14| 8, 50008742080226...
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Tablo iizerinde gri renk ile boyanmig kosegenin tizerinde bulunan n—yinci
bilesen, her n € N i¢in f(n) sayisinin virgiilden sonraki n—yinci rakamidir:

Birinci bilesen, f(1)’in onda birler basamagindaki rakamidir.

Ikinci bilegen, f(2)'nin yiizde birler basamagindaki rakamidr.
Uciincii bilegen, £(3)iin binde birler basamagindaki rakamidir.
Doérdiinci bilegen, f(4)tin on binde birler basamagindaki rakamadir.

Bu kogegeni, hicbir f(n) sayisina egit olmayan bir b € R olusturmak icin
kullanabiliriz. Bunun i¢in 4 sayisinin virgiilden sonraki n—yinci rakamini,
kosegen tizerindeki n—yinci bilesenden farkli se¢cmek yeteridir. Béylece b
ve f(n) sayillarinin virgiillden sonraki n—yinci rakamlari farkli olur. Daha
belirgin olmasi i¢in, b tamsayisim1 1’den kiiciik olmak kogulu ile soyle tanim-
layalim: Eger f(n) sayisimin virgiilden sonraki n—yinci rakami 0’dan farkl
ise b'nin virgiilden sonraki n—yinci rakami 0 olsun. Ancak f(n) sayisinin
virgiilden sonraki n—yinci rakami 0 ise b'nin virgilden sonraki n—yinci
rakama 1 olsun. Boylece, yukaridaki tabloda verilen f fonksiyonuna kargilik

b=0,01010001001000...

olur. O halde her n e N i¢in b ve f(n) sayilarinin virgiilden sonraki n—yinci
rakamlar: farklidir. Her n € N icin f(n) # b oldugundan f érten degildir.
Bu fikir (sadece yukaridaki 6rnekteki degil) her f :N — R fonksiyonuna
uygulanabilir. O halde birebir ve o6rten bir f : N — R fonksiyonu yoktur.
Tanim 14.1 geregince |N| # |R| olur. Simdi bunu bir teoremle 6zetleyelim.

Teorem 14.2 Birebir ve orten yani esleme olacak sekilde bir f: N — R
fonksiyonu yoktur. Bu nedenle |N| # |R| olur.

Bu teorem, sonsuzluklarin farkl tiirde olabileceginin ilk gostergesidir.
Hem N hem de R sonsuzdur fakat |N| # |R| olur. Bu b6liim boyunca bu temay1
gelistirmeye devam edecegiz. Bir sonraki ornek, R iizerindeki (0,00) ve (0,1)
araliklarinin aym kardinaliteye sahip oldugunu gosterir.

p

A ,m
-1 0 x

Sekil 14.1: Bir f :(0,00) — (0,1) eslemesi. P noktasinda bir 11k kaynagi
oldugu distiniliirse f(x) degeri, golgesi x olan y—ekseni tizerindeki noktadir.
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Ornek 14.3 |(0,00)| = [(0,1)| oldugunu gésteriniz.

Bu esitligi dogrulamak icin bir £ : (0,00) — (0,1) eslemesi bulmak gerekir. Bu
fonksiyonu geometrik olarak tanimlayalim: (0,00) araligini R? diizlemindeki
pozitif x—ekseni olarak diisiinelim. Sekil 14.1’de gosterildigi gibi (0,1) aralig1
y—ekseni tizerindedir. Boylece (0,00) ve (0,1) araliklar: birbirine diktir.
Sekilde ayrica P =(-1,1) noktas: gosterilmistir. Simdi f(x) degerini, P
noktasindan x € (0,00) noktasina ¢izilen dogrunun y—eksenini (0,1) araligy
iizerinde kestigi nokta olarak tanimlayalim. Ucgenlerin benzerliginden

1 f) ; X
o ve bdylece f(oc)——x+1

yazilabilir. Eger f :(0,00) — (0,1) fonksiyonunun bir esleme oldugu sekilden
gorunmiiyorsa Bolim 12.2’de verilen yontemleri kullanarak bunu ispatla-
yabilirsiniz. (Bkz: Asagidaki 16. aligtirma.)

Ayni kardinaliteli olmak, kiimeler tizerinde bir denklik bagintisidir yani
yansiyan, simetrik ve gecigsmelidir. Simdi bunu dogrulayalim. Bir A kiimesi
verilsin. A — A 6zdeslik fonksiyonu bir egleme oldugu i¢in [A| = |A] olur.
(Bu, yansima ozelligidir.) Eger |A| = |B| ise bir f : A — B eslemesi vardir.
Buna gore f~!: B — A ters fonksiyonu da bir eslemedir. Boylece |B| = |A|
olur. (Bu da simetri 6zelligidir.) Ge¢isme 6zelligi icin |A| = |B| ve |B| = |C|
oldugunu kabul edersek f : A — B ve g : B — C eslemeleri vardir. Teorem 12.2
geregince gof : A — C fonksiyonu da bir eslemedir. Boylece |A|=|C| olur.

Gecisme 6zelligi kullanigh olabilir. Herhangi iki A ve C kiimelerinin aym
kardinaliteye sahip oldugunu gostermeye calisirken, |A| = |B| ve |B| = |C]|
olacak sekilde ticiincii bir kiime tiretebiliriz. Bu durumda gecisme 6zelligi
|A| =|C| oldugunu garanti eder. Asagidaki 6rnek buna dayanir.

Ornek 14.4 |R|=((0,1)| oldugunu gésteriniz.

Dikkat edilirse g(x) = 2* ile taniml1 g : R — (0,00) fonksiyonu bir eslemedir.
Buradan |R| = |(0,00)| bulunur. Ayrica Ornek 14.3, |(0,00)| = |(0,1)| oldugunu
gosterir. Boylece |R| = (0,1)| elde edilir.

Bu béliimde su ana kadar, aralarinda bir egsleme olan kiimelerin “aym
kardinaliteli” olduklarini1 beyan ettik. Aralarinda bir esleme bulunmayan
kiimeler “farkli kardinalitelidir.” Buna gore |Z| = IN| # |R| = [(0,00)| = |(0,1)]
oldugunu gosterdik. Dolayisiyla iki kiimenin ayni ya da farkli kardinaliteli
oldugunu belirleyecek bir yonteme sahibiz. Ancak kardinalitenin ne oldu-
gunu soylemekten 6zellikle kacindik. Ornegin, |Z| = |IN| dedigimizde |Z| veya
IN| tam olarak neyi ifade eder? Bunlarin esit olduklar: sey nedir? Cevap bir
say1 degildir ciinkii bunlar ¢ok biiyiiktiir. Ustelik, cevabin “sonsuz” oldugunu
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soylemek de ¢ok dogru degildir ¢iinkii bildigimiz tizere farkli sonsuzluk
tiirleri vardir. O halde |Z| ne tiir bir matematiksel varliktir? Genellersek,
bir X kiimesinin kardinalitesi olan |X| ifadesi tam olarak nedir?

Bu aslinda bir sayinin ne oldugunu sormaya benzer. Bir say1, 6rnegin 5,
fiziksel degil soyut bir kavramdir. Hayatimizin ilk evresinde baz seyleri ig-
gidiisel olarak gruplandirdik (bes elma, beg portakal, vb.) ve 5 sayisinin bu
kiimelerin hepsinde ortak oldugunu diisiindiik. En gercek anlamda, 5 sayis1
bu kiimelerin birebir ve orten bir fonksiyonla eslenebilecegin gostergesidir.
Bir bagka deyisle “ayni kardinaliteye sahip olma” bagintisi altinda, kiimele-
rin belirli bir denklik sinifi 5 ile 6zdeslenebilir. (Bunun bir denklik bagintis1
oldugunu hatirlayin.) Bunu kavramak kolaydir ¢linkii sayisal nicelikleri
kavrama yetenegi dogustan gelir. Bir X kiimesinin kardinalitesinin, birebir
ve orten bir fonksiyon ile X kiimesine eslenebilen biitiin kiimeler icin ortak
oldugunu soyleyebiliriz. Bunu kavramak zor olabilir ancak gercekten de bu
(sonlu) bir sayinin biiyiikliikk kavramindan farkl: degildir.

Aslinda daha somut davranarak |X| ifadesini, X ile aynm1 kardinaliteye
sahip kiimelerin denklik sinifi olarak tanimlayabiliriz. Bu tanimin avantaji,
|X| ifadesine agikc¢a bir anlam vermesidir. Ancak sezgisel olarak yaklasip,
X kiimesinin “biytkliginin” 6l¢tistinii |X| olarak yorumlamanin herhangi
bir zarar:1 yoktur. Bu b6liimiin amaci, iki kiimenin ayni biytiklige mi yoksa
farkl biiytikliiklere mi sahip olduguna karar verebilmektir.

Boliim 14.1 Alistirmalar:

A. Asagidaki kiimelerin ayni kardinaliteli olduklarin, birinden digerine bir egleme
tamimlayarak gosteriniz. Bu fonksiyonu (tablo ile degil) bir kural olarak veriniz.

1. Rve (0,00) G.NveS={§:n€N}
2. R ve (v2,00) 7. zZveS={...,}4311124816..}
3. Rve (0,1) 8. Zve S={xeR:sinx=1}
4. Tek tamsayilar kiimesi ve ¢ift 9. {0,1}xNveN
tamsayilar kiimesi 10. {0,1} xN ve Z

5. A={3k:kez}ve B={Tk:kecz} 11. [0,1] ve (0,1)
12. N ve Z (Yol gosterme: Bolium 12.2’nin 18. alistirmasini kullanabilirsiniz.)
13. 22(N) ve 2(Z) (Yol gosterme: Yukaridaki 12. aligtirmay1 kullanabilirsiniz.)
14. NxNve {(n,m)eNxN:n<m}
B. Bu boliimde verilen eslemelerle ilgili asagidaki sorulari cevaplayiniz.
15. Ornek 14.2'deki (sayfa 270) birebir ve orten f fonksiyonunun kuralini bulunuz.
16. Ornek 14.3'te verilen f fonksiyonunun birebir ve érten oldugunu gésteriniz.
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14.2 Sayilabilir ve Sayilamaz Kiimeler

Bir onceki boliimiin ana hatlarimi 6zetleyerek baglayalim.

1. |A|=|B/'dir ancak ve ancak bir f : A — B eslemesi vardir.
2. |IN|=1Z| olur ¢iinkii bir N — Z eglemesi vardir.
3. IN| #|R| olur ¢iinkii bir N — R eslemesi yoktur.

Sonug olarak N, Z ve R kiimeleri sonsuzdur ancak bunlarin hepsi aym
kardinaliteli degildir. N ve Z kiimelerinin kardinaliteleri aynidir ama R'nin
kardinalitesi diger ikisinden farklidir. Bu durum, sonsuz kiimelerin farkl
biiyiikliiklere sahip olabilecegi anlamina gelir. Simdi bu olgu i¢in kullana-
cagimiz kelime ve sembollerle ilgili birka¢ tanim yapalim.

Bir anlamda, N'nin elemanlar1 sayilabilir. Bir bagska deyisle bunlar
1,2,3,4,... sekline sayilabilir ama kiimenin tamamini saymak icin bu siireci
sonsuza dek siirdiirmek gerekir. Buna gore N kiimesine sayilabililir sonsuz
kiime denir. Bu terim, kardinalitesi N ile ayni olan kiimeler i¢in de kullanilir.

Tanim 14.2 Bir A kiimesi verilsin. Eger IN| = |A| yani bir N — A eglemesi
var ise A sayilabilir sonsuz bir kiimedir. Sonlu ya da sayilabilir sonsuz
bir kiimeye sayilabilir kiime denir. Eger A sonsuz ve |N| # |A| yani esleme
olacak sekilde bir N — A yok ise A sayillamaz bir kiimedir.

O halde Z sayilabilir sonsuzdur. R ise sayilamaz. Bu bolum sayilabilir
sonsuz kiimelerle ilgilidir. Sayi1lamaz kiimeler daha sonra ele alinacaktir.

Eger A sayilabilir sonsuz ise [N| =|A| oldugu icin bir f :N — A eslemesi
vardir. Bu fonksiyon, A kiimesinin elemanlarini1 bir anlamda “sayar.” A
kiimesinin ilk eleman1 f(1), ikinci elemam f(2), tigiinci elemani f(3) vb.
olur. Sayilabilir sonsuz kiimeler, en kii¢iik sonsuz kiimeler olarak diigiinii-
lebilir ¢iinkii sayma iglemi bittigi an kiime sonsuz degil sonlu olur. Boylece
sayilabilir sonsuz kiimeler, sonsuz olup da en az elemana sahip kiimelerdir.
Sayilabilir sonsuz kiimelerin kardinalitesi Xy sembolii ile gosterilir.

Tanim 14.3 Dogal sayilar kiimesinin kardinalitesi Xy ile gosterilir ve
IN| = Rg yazilir. O halde sayilabilir sonsuz bir kiimenin kardinalitesi RX¢’dur.

(R simgesi, Ibranice alfabesinin ilk harfidir ve “alef” diye telaffuz edilir.
Buna gore X sembolii “alef sifir” diye okunur.) Bu boliimiin baginda verilen
bilgiler 1s181nda |Z| = R¢ ve |R| # Xg olur.

Ornek 14.5 ¢ = {2k :k € 7} cift tamsayilar kiimesi verilsin. Dikkat edilirse
f(n) =2n ile tanimh f : Z — ¢ fonksiyonu bir eslemedir. Buradan |Z| = |C]
bulunur. |Z| = IN| = |C| oldugu icin C sayilabilir sonsuzdur ve |C| = R, olur.
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Iste 6nemli bir gozlem: Sayilabilir sonsuz bir A kiimesinin elemanlari,
uzunlugu sonsuz olan bir a1,as,a3,a4,... listesi seklide yazilabilir. Bu liste,
A kiimesinin a; eleman ile baslar ve biitiin elemanlarini icerir. Ornegin,
yukarida verilen C kiimesi 0,2,-2,4,-4,6,-6,8,-38,... seklinde listelenebilir.
Bunun yapilabilme sebebi sudur: A sayilabilir sonsuz oldugu i¢in Tanim
14.2 geregince bir f:N — A eslemesi vardir. Bu esleme, A kiimesinin ele-
manlarimin £(1),£(2), f(3),f(4),... seklinde listelenmesine olanak verir. Kar-
sit olarak, A kiimesinin elemanlar1 aj,as,as,... seklinde listelenebilirse
f(n)=a, kural ile taniml f :N — C fonksiyonu bir eslemedir. Bu nedenle A
kiimesi sayilabilir sonsuzdur. Bunu su sekilde 6zetleyebiliriz.

Teorem 14.3 Bir A kiimesi sayilabilir sonsuzdur ancak ve ancak A kii-
mesinin elemanlar: sonsuz bir a1,a2,as,a4,... listesi seklinde yazilabilir.

Bu teoremin nasil kullanilacagina dair bir 6rnek verelim. P ile gosterilen
asal sayilar kiimesini ele alalim. Bu kiimenin elemanlan 2,3,5,7,11,13,...
seklinde listelenebilir. O halde P kiimesi sayilabilir sonsuzdur.

Teorem 14.3’in bagka bir sonucu da su sekilde yorumlanabilir: R sayila-
bilir sonsuz olmadig i¢in onun biitiin elemanlarini sonsuz bir liste halinde
yazmak imkéansizdir. (Nihayetinde bunu 271. sayfadaki tabloda yapmak
istedik fakat basarisiz olduk!)

Burada su soru akla gelir: Rasyonel sayilarin hepsini sonsuz bir liste
olarak yazmak da imkansiz midir? Bir baska deyisle Q sayilabilir sonsuz
mudur yoksa sayillamaz midir? Eger rasyonel sayilar: reel say1 dogrusu
tizerinde isaretlemeye c¢aligirsaniz, bunlar R’yi biiyiik 6l¢tide dolduracaktir.
Elbette ki v'2, 7 ve e gibi baz1 sayilar isaretlenemez. Fakat rasyonel sayilar:
temsil eden noktalar baskin goriiniir. Buna gore Q'nun sayilamaz olmasi
beklenir. Ancak Q'nun sayilabilir olmas1 sasirtic1 bir gercektir. Asagida
verilen ispat, tiim rasyonel sayilari sonsuz bir liste olarak ifade eder.

Teorem 14.4 Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir sonsuzdur.

Ispat. Bu teoremi ispatlamak icin @ kiimesinin bir liste olarak nasil ya-
zilacag gosterilmelidir. Biitiin rasyonel sayilari, asagida gosterildigi gibi
sonsuz bir dikdoértgensel dizi tizerine yerlestirerek baslayalim. Tablonun en
istiindeki satir 0 ile baglar ve arttikca isaret degistirerek tiim tamsayilar
listeler. En tepesinde & tamsayisi olan siitun, pay1 £ olan (en sade formdaki)
biitiin kesirleri icerir. Ornegin en tepesinde 2 tamsayisini barindiran siitun
2222 vb. kesirleri igerir. Ancak 2,2 2 ... vh. kesirleri icermez ¢iinkii
bunlar en sade formda degildir. Bunlarin sadelestirilmis halleri, en tepe-
sinde 1 olan siitun tarafindan icerilir. Bu tabloyu inceleyerek, Q’daki biitiin

rasyonel sayilarin burada bulunduguna dair kendinizi ikna ediniz.
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0 i s 2 =2 3 83 4 =4 5 =5

1 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1
i -2 2 -2 3 3 4 -4 5 -5
2 2 3 3 2 2 3 3 2 2
i -1 2 -2 3 3 4 -4 5 5
3 3 5 5 4 4 5 5 3 3
i -1 2z -2 3 -3 4 -4 5 =5
1 1 7 7 5 5 7 7 1 1
i -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -5
5 5 9 9 7 7 9 9 6 6
i -1 2 =2 3 -3 4 -4 5 -5
6 6 11 11 8 § I1II 11 7 7
i -1 2 -2 3 3 4 -4 5 5
7 7 13 13 10 10 13 13 8 8

Simdi % sayisindan baslayalim ve agagidaki gibi ileri geri sarmalayan
sonsuz bir yol c¢izelim. Dikkat edilirse her rasyonel say1 bu yol iizerindedir.

0 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5 -5

0 1 =1l 2 =2 3 =3 4 -4 5 =5

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 2 =2 3 =3 4 =4 5 =5
2 2 3 3 2 2 3 3 2 2
i =1 2 =2 3 -3 4 =4 5 =
3 3 5 5 4 4 5 5 3 3
1 -1 2 =2 3 =3 4 -4 5 =5
4 4 7 7 5 5 7 7 4 4
1 -1 2 =2 3 =3 4 -4 5 =5
5 5 9 9 7 7 9 9 6 6
1 =1 2 -2 3 =3 4 -4 5 =5
6 6 11 11 8 8 11 11 7 7
1 -1 2 -2 3 =3 4 4 5 =5
7 7 13 13 10 10 13 13 8 8
1 -1 2 =2 3 =3 4 =4 5 =5
8 8 15 15 11 11 15 15 9 9
1 -1 2 -2 3 =3 4 -4 5 5
9 9 17 17 13 13 17 17 11 11
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Boylece %’den baslayan yolu takip ederek biitiin rasyonel sayilari iceren
sonsuz bir liste yazabiliriz:

1 1 22 111 12 2 2 2 2 3
07 1’ P S _17 2) S’ E? o’ o’ 42 L0 my Hy T Er T o0 T T 31 PEREEE
27 2 3’56 33 4 47T T 5 3 1 2

Teorem 14.3’e gore Q kiimesi sayilabilir. Bir bagka ifade ile |Q| = |N| olur. W

Bir sonraki teoremde belirtildigi tizere sayilabilir sonsuz iki kiimenin
kartezyen ¢arpimi da sayilabilir sonsuzdur.

Teorem 14.5 A ve B sayilabilir sonsuz ise A x B de sayilabilir sonsuzdur.

Ispat. Kabul edelim ki A ve B sayilabilir sonsuz iki kiime olsun. Teorem
14.3’e gore A ve B kiimelerinin elemanlar: asagidaki gibi listelenebilir:

A = {ai,a9,a3,a4,...},
B = {b1,ba,bs,ba,...}.

Asagida, A x B tizerinde sonsuz bir yol sarmalinin nasil olusturulacag:
gosterilmistir. Bir liste olarak yazilabildigi i¢cin A x B sayilabilir sonsuzdur.
|

B

b7 | @1,b7) (@2,b7) (@3,b7) (@4,b7) (@5,b7) (@6,b7) (@7,b7)
bg | (@1,b¢) (@2,be) (@3,bpe) (ay,be) (@5,be) (@e,bp) (@7,bp)
b5 | (@1,b5) (@2,b5) (@3,b5) (a4,bs5) (@5,b5) (@e,b5) (@7,b5)
by | @1,by) (@2,b4) (@3,b4) (ag,bq) (@5,b4) (@e,by) (@7,b4)

bg | (@1,b3) (a2,b3) (a3,b3) (a4,b3) (@5,b3) (@e,b3) (@7,b3)

by | (@1,b9) (@g,b2) (@3,bg) (ay,b9) (@5,b2) (@e,b2) (a7,b2)

b1l (@1,b1) (@2,b1) (@3,b1) (a4,b1) @5,b1) (@e,b1) (@7,b1)

ai ag asg aq4 as ag ay A

Sekil 14.2: Sayilabilir sonsuz iki kiimenin ¢carpimi da sayilabilir sonsuzdur
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Bu teoreme bir 6rnek verelim: Q sayilabilir sonsuz oldugu i¢in Q x Q da
sayilabilir sonsuzdur.

Hatirlanacag iizere bir teoremin ardindan yapilan dogal ¢ikarimlar i¢in
“sonu¢” kelimesi kullanilir. Teorem 14.5’in bir sonucu sudur:

Sonuc¢ 14.1 Kabul edelim ki n =2 olsun. Eger A1,As,...,A, kiimeleri sayi-
labilir sonsuz ise A; xAgx---x A, kartezyen carpimi da sayilabilir sonsuzdur.

Ispat. Ispat1 n iizerine tiimevarim uygulayarak yapalim. Baslangic adimi
n =2 ic¢in ispatlanmalidir. Bir bagka deyisle A; ve Ay kiimeleri sayilabilir
sonsuz ise A; x Ag ¢carpiminin da sayilabilir sonsuz oldugu gosterilmelidir.
Bu iddia, Teorem 14.5’den dolay1 dogrudur.

Simdi, £ = 2 olsun. Kabul edelim ki sayilabilir sonsuz kiimelerin kar-
tezyen carpimi olan A; x Ag x --- x Ay kiimesi de sayilabilir sonsuz olsun.
Buna gore % + 1 tane sayilabilir sonsuz kiimenin kartezyen carpimi olan
A1 xAgx---xAp x Ap, 1 kiimesini ele alalim. Dikkat edilecegi tizere

frA1xAgx- xApxApy1 — (A1 xAgx - xAp)xApiy
f(xl,x2"",xk7xk+1) = ((xl>x2"'-’xk),xk+1)

bir eslemedir. Boylece |A1 x Ag x -+ x Ap x Apy1| = (A1 x Ag x -+ x Ap) x Ap1]
olur. Timevarim hipotezine gore (A x Ag x --- x A} )x A1 kiimesi, sayilabilir
sonsuz iki kiimenin ¢carpimidir. Teorem 14.5 geregince bu ¢carpim sayilabilir
sonsuzdur. Yukarida belirtildigi tizere A; x Ag x--- x Ap x Ap,1 kiimesi ile
(A1 xAg x---x Ap)x A1 aym kardinalitelidir yani o da sayilabilir sonsuzdur.

|

Teorem 14.6 A ve B sayilabilir sonsuz ise A UB de sayilabilir sonsuzdur.

Ispat. Kabul edelim ki hem A hem de B sayilabilir sonsuz olsun. Teorem
14.3’i kullanarak, A ve B kiimelerini asagidaki sekilde yazabiliriz:

A = {ai,a9,a3,a4,...},
B {bl,bz,bg,b4,...}.

Bu iki kiimeyi “karigtirip” onlar1 A u B i¢inde listeleyebiliriz:

AUB={ai,b1,a2,b2,a3,b3,a4,b4,...}.

(Hem A hem de B kiimesine ait olan bir eleman iki kez yazmama konusunda
anlagalim.) Teorem 14.3 gereginece A UB de sayilabilir sonsuzdur. [ ]
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Boliim 14.2 Alistirmalar:

. A={In(n):n eN} =R kiimesinin sayilabilir sonsuz oldugunu ispatlayimz.
. A={(m,n)eNxN:m <n} kilmesinin sayilabilir sonsuz oldugunu ispatlayimz.

. A={(5n,-3n):n € 7} kiimesinin sayilabilir sonsuz oldugunu ispatlayiniz.

=W N

. Irrasyonel sayilar kiimesinin sayilamaz oldugunu ispatlayiniz. (Yol gosterme:
Teorem 14.4 ve Teorem 14.6’y1 olmayana ergi ile birlikte kullanabilirsiniz.)

(9]

. Ispatlayin ya da ciiriitiin: Irrasyonel sayilarin, sayilabilir sonsuz bir altkiimesi
vardir.

. Ispatlayin ya da ciiriitiin: Esleme olacak sekilde bir f : Q — R vardar.
. Ispatlayin ya da ciiriitiin: Q' kiimesi sayilabilir sonsuzdur.

. Ispatlayin ya da ciiriitiin: Z x Q kiimesi sayilabilir sonsuzdur.

© ® O S;

. Ispatlayin ya da ciiriitiin: {0,1} x N kiimesi sayilabilir sonsuzdur.
V2,

10. Ispatlayin ya da ciiriitiin: A = {T ‘ne N} sayilabilir sonsuzdur.

11.
12,
13.
14.
15.

N kiimesini sekiz tane sayilabilir sonsuz altkiimeye ayiran bir ayrisim bulunuz.
N kiimesini Xy tane sayilabilir sonsuz altkiimeye ayiran bir ayrigim tarif ediniz.
Ispatlayin ya da ¢iiriitiin: Eger A = {X cN:X sonlu} ise A =R olur.

Eger A ={(m,n)eNxR:n=nm} ise [N|=|A| ifadesi dogru mudur?

Teorem 14.5, N x N kiimesinin sayilabilir sonsuz oldugunu belirtir. Bunun al-

ternatif bir ispatini, p(m,n) = 2" 1(2m — 1) kurali ile tanimlanmis ¢ :NxN — N
fonksiyonunun bir egleme oldugunu gostererek yapiniz.

14.3 Kardinalitelerin Karsilastirilmasi

En az iki tane sonsuzluk tiiri oldugunu artik biliyoruz. Bir yanda, kardina-
litesi Ro olan N gibi sayilabilir sonsuz kiimeler, diger yanda ise sayilabilir
olmayan R kiimesi bulunur. Bunlarin 6tesinde sonsuzluk tiirleri var midir?
Bu sorunun cevabi “evet”tir ancak bunun sebebini gormek ic¢in oncelikle
birka¢ tanim ve teorem vermek gerekir.

Ik olarak, |A| < |B| ile ifade edilmek istenen tanimi verelim. A ve B
sonlu oldugunda bunun anlami agiktir: |A| < |B| ifadesi, A ve B kiimelerinin
elemanlari sayildiginda A'nin B’den daha az elemana sahip olmasi1 anlamina
gelir. Ancak A veya B sonsuz ise bu yontem ige yaramaz ¢iinkii bunlarin
elemanlar: sayilmaz.

Bu zorlugun iistesinden gelmek i¢in fonksiyonlari kullanabiliriz. Dikkat
edilecegi lizere A ve B sonlu oldugunda, |A| < |B| olmasi i¢in gerek ve yeter
sart birebir bir f : A — B fonksiyonun olmasi ancak orten hicbir f: A — B
fonksiyonun olmamasidir. Asagidaki sekil bunu goresel olarak ifade eder.
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QLOT QD>

AR oD

Bu fikri kullanarak |A| < |B| ve |A| < |B] ile neyi kastettigimizi tanimlaya-
Iim. Bu tanim ayn1 zamanda |A| = |B| ifadesinin anlamin1 yeniden belirtir.

Tanim 14.4 A ve B iki kiime olsun.
1. |A|=|B| ifadesi, bir A — B eslemesinin var olmasi anlamina gelir.
2. |A| < |B|ifadesi, birebir olacak sekilde bir A — B olmasi ancak esleme
olacak gsekilde bir A — B olmamas1 anlamina gelir.

3. |A| < |B]| ifadesi, birebir olan bir A — B olmas1 anlamina gelir.

Ornek olarak N ve R kiimelerini ele alalim. Dikkat edilirse f(n) = n ile
tanimli f : N — R fonksiyonu birebirdir ancak orten degildir ciinkii % ER
sayisina karsilik f(n) = % olacak sekilde n € N yoktur. Asinda, Teorem 14.2
de orten bir N — R olmadigini soyler. Yani bir esleme yoktur. Tanim 14.4’den

INJ < |R] (14.1)

elde edilir. Bu ise X < |R| oldugunu séylemenin farkli bir yoludur.
IR| < |X| olacak sekilde bir X var midir? Bunun cevabi “evet’tir. Siradaki
teorem |R| < |2(R)| oldugunu soyler. (Burada 2#(A), A’nin kuvvet kiimesidir.)

Teorem 14.7 Eger A herhangi bir kiime ise |A| < |22(A)| olur.

Ispat. Oncelikle, bu teoremin sonlu kiimeler icin dogru oldugunu belirtelim.
Ciinkii A sonlu ise |A| < 24! = |22(A)| olur. Fakat sonlu ya da sonsuz biitiin
kiimeler icin ispat gecerli olmalidir. Bu nedenle Tanim 14.4 kullanilmalidir.
Dogrudan ispat yapalim. A herhangi bir kiime olsun. Tanim 14.4’e gore,
|A| < |22(A)| oldugunu gostermek icin bir f: A — 2(A) birebir fonksiyonu
oldugunu ama bir f: A — P(A) eslemesi olmadigini1 gostermek gerekir.
Birebir olan bir £ : A — 2(A) oldugunu gostermek igin f(x) = {x} olarak
tanimlayalim. Kelimelerle ifade edersek f fonksiyonu, A kiimesindeki x
elemanini 2(A) kiimesinin tek elemanlh {x} kiimesine gétiiriir. Buna gore
f:A— 2(A) birebirdir ¢iinkii f(x) = f(y) oldugu kabul edilirse {x} = {y} olur.
Bu kiimelerinin esit olmasinin tek yolu x = y olmasidir. Yani f birebirdir.
Simdi, bir A — 2(A) eslemesinin olmadigini1 gosterelim. Bunu, orten
bir A — 2(A) olamayacagini gostererek yapalim. Rastgele bir f: A — Z2(A)
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verilsin. Her a € A i¢in f(a) # B olacak sekilde bir B € 2(A) uretilmelidir. Bir
x € A icin f(x) € 2(A) oldugundan f(x) < A olur. O halde f fonksiyonu, A’nin
elemanlarin1 A’nin altkiimelerine gétiiriir. Boylece herhangi bir x € A igin
ya x € f(x) ya da x ¢ f(x) olur. Buna gore bir B € #(A) tanimlayalim:

B={xeA:x¢ f(x)}cA.
Rastgele bir a € A secelim. Asagidaki iki durum f(a) # B oldugunu gosterir:

1. Durum Eger a ¢ f(a) ise B kiimesinin tanimi geregi a € B olur. Buna
gore f(a) = B olmas1 imkansizdir ¢iinkii bu a ¢ B ve a € B anlamina gelir.

2. Durum Eger a € f(a) ise B kiimesinin tanimi1 geregi a ¢ B olur. Buna
gore f(a) = B olmas1 imkansizdir ¢iinkii bu a € B ve a ¢ B anlamina gelir.
Sonucta, her a € A icin f(a) # B oldugundan f orten degildir. Bu o6zellik
her f: A — Z(A) icin gecerlidir. Buna gore 6rten ve boylece esleme olacak
sekilde bir f: A — 2(A) yoktur.
Ozetlersek, birebir olacak sekilde A — 2(A) vardir ama esleme olacak
sekilde A — Z(A) yoktur. Tanim 14.4’e gore |A| < |P(A)| olmasi gerekir. W

Teorem 14.7 ardisik bir gekilde A = N kiimesine uygulanirsa herbir
elemaninin kardinalitesi sonsuz olan asagidaki zincir elde edilir:

Ro = IN| < [2(N)] < |2(P(N))| < |[2(P(PN))] < - (14.2)

Sonug olarak Xy ile baglayan, terimleri farkli sonsuzluk tiirlerinden olugan
ve artan bir sonsuz dizi vardir. Dikkat edilecegi tizere N sayilabilir ancak
P(N), 2(Z(N)) vb. kiimelerinin hi¢biri sayilamaz.

Bir sonraki boliimde |22(N)| = |R| oldugunu ispatlayacagiz. Buna gore
(14.2)deki zincirin ilk iki elemani |N| ve |R| olur. Bunlar, vahsi ve egzotik
sonsuzluklardan olusan uzun bir listenin evcillestirilmig iki sonsuzlugudur.

Ileri kiime teorisi veya matematigin temelleri konusunda calismay1
planlamadiginiz siirece, X ve |R| 6tesinde bir sonsuzluk tiiriine rastlamaniz
pek olasi degildir. Ancak gelecekteki matematik derslerinde, sayilabilir
sonsuz ve sayilamaz kiimeleri ayirt etmeniz gerekebilir. Bu b6lumii, size
bu konuda yardime1 olabilecek iki teorem ile bitirelim.

Teorem 14.8 Sayilabilir sonsuz bir kiimenin sonsuz her altkiimesi de
sayilabilir sonsuzdur.

Ispat. A kiimesi, sayilabilir sonsuz olan B kiimesinin sonsuz bir altkiimesi
olsun. Sayilabilir sonsuz oldugu i¢in B kiimesinin elemanlari b1,b9,b3,b4,...
bicimindeki sonsuz bir liste olarak yazilabilir. Bu listeden, A altkiimesine
ait olan biitiin elemanlar sirayla secerek yeni bir liste olusturabiliriz. Buna
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gore A kiimesi bir liste seklinde yazilabilir. A sonsuz oldugu i¢in yazilan
liste de sonsuz olmalidir. Sonug olarak A sayilabilir sonsuzdur. [ ]

Teorem 14.9 Eger U sayillamaz ve U € A ise A kiimesi de sayilamaz.

Ispat. Olmayana ergi yontemini kullanalim. Kabul edelim ki U sayilmaz
ve U < A olsun fakat A sayillamaz olmasin. U sonsuz ve U < A oldugu i¢in A
da sonsuzdur. A kiimesi sonsuz olup da sayilamaz olmadig i¢in sayilabilir
sonsuz olmalidir. Boylece U kiimesi sayilabilir sonsuz bir kiimenin altkiime-
sidir. Teorem 14.8’den dolay1 U sayilabilir sonsuz olmak zorundadir. O halde
U hem sayilabilir sonsuzdur hem de sayilamazdir. Bu bir celigkidir. [ ]

Teorem 14.8 ve 14.9, bir kiimenin sayilabilir sonsuz veya sayilamaz oldu-
gunu belirlemek icin kullanilabilir. Bir kiimenin kardinalitesini, kardinali-
tesi bilinen bagka bir kiime ile karsilagtirarak belirlememize olanak saglar.

Ornegin, A = R? kiimesinin say1lamaz olup olmadigini belirlemek isteye-
lim. U = {(x,0) : x € R} R? ile temsil edilen x—ekseni, R ile aym kardinaliteye
sahip oldugu icin sayilamazdir. Teorem 14.9, R?’nin de sayilamayacaginm
soyler. Baska ornekler agagidaki alistirmalara bulunabilir.

Boliim 14.3 Alistirmalar:

1. A herhangi bir kiime ve B sayillamaz bir kiime olsun. Orten olacak sekilde bir
f : A — B fonksiyonu var ise A kiimesinin kardinalitesi hakkinda ne soylenebilir?

2. C kompleks sayilar kiimesinin sayilamaz oldugunu ispatlayiniz.

3. Ispatlayin ya da ciiriitiin: Eger A sayilamaz ise |A| = |R| olmalidar.

4. Ispatlaym ya da ¢iiriitiin: Kabul edelim ki A < B < C olsun. Eger A ve C sayilabilir
sonsuz ise B de sayilabilir sonsuzdur.

5. Ispatlayin ya da ciiriitiin: {0,1} x R kiimesi sayilamazdar.

6. Ispatlayin ya da ciiriitiin: Her sonsuz kiime, sayilabilir sonsuz bir kiimenin
altkimesidir.

7. Ispatlayin ya da ciiriitiin: Eger A sayilabilir sonsuz, B sayllamaz ve A € B ise
B — A sayillamazdir.

8. Ispatlayin ya da ciiriitiin: Tamsayilarin {(@1,a2,as3,...):a; € Z} ile verilen sonsuz
dizisi sayilabilir sonsuzdur.

9. Eger A ve B sonlu iki kiime ve |A| = |B] ise birebir olan her f: A — B fonksiyo-
nunun ayni zamanda orten oldugunu ispatlayiniz. Eger A ve B sonlu degil ise
bunun dogru olmak zorunda olmadigini gosteriniz.

10. Eger A ve B sonlu iki kiime ve |A| = |B| ise 6rten olan her f : A — B fonksiyonunun
ayn1 zamanda birebir oldugunu ispatlayiniz. Eger A ve B sonlu degil ise bunun
dogru olmak zorunda olmadigini gosteriniz.
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14.4 Cantor-Bernstein-Schroeder Teoremi

Sayilarda siklikla kullaninlan bir 6zellik, a <b ve b <a ise a = b olmasidir.
Aym 6zelligin kardinalite i¢in de gegerli olup olmadigini sorabiliriz: Eger
|A| <|B| ve |B| <|A| ise |A| = |B| olur mu? Bu gercekten de dogrudur ve bu
boliimiin amaci bunu ispatlamaktir. Bu is, iki kiimenin ayn1 kardinaliteli
oldugunu ispatlamak icin alternatif (ve oldukca etkili) bir yontem verecektir.
Tanim 14.4’den hatirlanacag tizere |A| < |B| ise birebir bir f: A — B
fonksiyonu vardir. Benzer sekilde |B| < |A| ise birebir bir g: B — A vardir.
Amacimiz, |A| < |B| ve |B| < |A| iken |A| = |B| oldugunu gostermektir. Bir
bagka deyigle, f : A — B ve g : B — A birebir fonksiyonlari varken bir 2: A — B
eslemesinin de var oldugunu gostermektir. Bunun ispati ¢ok zor degildir
ama cok acik da degildir. Bahsi gecen f ve g fonksiyonlarinin béyle bir A egle-
mesi garanti etmesi Cantor-Bernstein-Schroéeder teoremi diye adlandi-
rilir. Bu teorem, herhangi iki A ve B kiimesinin ayni kardinaliteli oldugunu
kanitlamak i¢in oldukc¢a kullanighidir ¢iinkii bir A — B eslemesi bulmak
yerine, A — B ve B — A birebir fonksiyonlarini bulmanin yeterli oldugunu
soyler. Birebir fonksiyonlar: bulmak, eslemeleri bulmaktan daha kolaydir.
Cantor-Bernstein-Schroeder teoremini birazdan ispatlayacagiz. Ama
oncesinde, ispat i¢in bize yol gésterecek gorsel bir 6rnek tizerinde caligalim.
Simdi, birebir olacak sekilde f: A — B ve g: B — A var olsun. Bunlan
kullanarak bir ~ : A — B eslemesi tiretilmelidir. Asagida, A ve B kiimeleri
taslak olarak gosterilmistir. Belirgin olmasi i¢in bu kiimeler temsil ettikleri
harf sekline cizilmis ve A kiimesi gri renge boyanmistir.

Sekil 14.3: A ve B kiimeleri

Birebir f: A — B ve g : B — A fonksiyonlar1 Sekil 14.4’te gosterilmistir.
Ashnda f fonksiyonu, A kiimesinin f(A) = {f(x) :x € A} ile temsil edilen bir
“kopyasini” B icine yerlestirir. Eger f 6rten degil ise f fonksiyonunun goriin-
tisi olan kopya, B’nin tamamini1 kapsamaz. Benzer sekilde g fonksiyonu,
B kiimesinin g(B) ile temsil edilen bir “kopyasini” A i¢ine yerlestirir. Bu
fonksiyonlar 6rten olmak zorunda olmadiklari i¢in terslerinin varliklar: ga-
ranti edilemez. Ancak B kiimesinden g(B) = {g(x) : x € B} kiimesine tanimh
g : B — g(B) fonksiyonu birebir ve értendir. Bu nedenle g~!: g(B) — B ters
fonksiyonu vardir. (Bu ters fonksiyona birazdan ihtiya¢ duyacagiz.)
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Sekil 14.4: Birebir olan /' : A — B ve g : B — A fonksiyonlar:

Birebir fonksiyonlardan olusan Sekil 14.5’deki zincirini ele alalim. Sol-
dan baslayarak, g fonksiyonu B’nin bir kopyasin1 A icine yerlestirir. Daha
sonra f fonksiyonu, (B’nin bir kopyasini barindiran) A kiimesini B icine
koyar. Ondan sonra da g fonksiyonu, i¢cinde B olan bir A kiimesi barindiran
B kiimesini A icine yerlestirir. Bu siirec, degismeli olarak devam eder.

f f

Sekil 14.5: Birebir fonksiyonlardan olusan sonsuz bir zincir

Simdi, B— A —-B—~A —B— A — --- sonsuz dizisini inceleyelim.

Bu dizideki ilk A kiimesi, A — g(B) tarali bolgesini igerir. Dizideki ikinci
A kiimesi, (A — g(B))U(g o f)(A — g(B)) taral1 bélgesini icerir. Uciincii A kii-
mesindeki tarali bolge agagida verilmistir:

(A-gB)uU(gof)A-gB) uU(gofogof)A—g(B)).

Notasyonu basitlestirmek amaciyla (go f)? =(gof)o(gof) ve (gof)3 =
(gof)o(gof)o(gof) vb. diyelim. Ayrica, A tizerindeki 6zdeslik fonksiyonunu
(gof)° = i4 sekilde yazalim. Buna gore dizinin n—yinci A kiimesindeki taral
bolge asagidaki bicimde ifade edilebilir:

n-1
(go ) (A-g(B)).
k=0

Boylece A kiimesi gri ve beyaz renklerdeki iki bolgeye ayrilir. Gri bolge
G=J@o(A-eg®)
k=0

kiimesidir. Beyaz bolge ise A — G kiimesidir. (Bkz. Sekil 14.6.)

Ucretsiz PDF siiriimii [@) ev-nc-no ]



286 Kardinalite

Bumaya ¢aligtigimiz & : A — B eglemesi i¢in 14.6’dan bir fikir edinebiliriz.
Birebir olan f fonksiyonu, soldaki gri bolgeleri sagdaki gri bolgelerle; yine
birebir olan g~!: g(B) — A fonksiyonu ise soldaki beyaz bolgeleri sagdaki
beyaz bolgelerle esler. Boylelikle, x gri bir nokta ise i(x) = f(x) ve x beyaz
bir nokta ise i(x) = g~!(x) olcak sekilde i : A — B fonksiyonu tanimlanabilir.

Sekil 14.6: Birebir ve orten A : A — B fonksiyonu

Kabaca ele aldigimiz bu argiiman, birebir olacak sekilde f: A — B ve
g:B — A varken bir 4 : A — B eslemesinin de var oldugunu gosterir. Ancak
bu bir ispat degildir. Simdi bunu bir teorem olarak ifade ederek, yukaridaki
diyagram ve fikirler 1s181nda ispat1 dikkatli bir sekilde yapalim.

Teorem 14.10 (Cantor-Bernstein-Schroeder teoremi) Eger |A| < |B|
ve |B| < |A|ise |A| = |B| olur. Bagka bir deyisle, birebir olacak sekilde f : A — B
ve g:B — A fonksiyonlar: var ise o zaman bir 4 : A — B eslemesi de vardir.

Ispat. (Dogrudan ispat) Kabul edelim ki birebir olacak sekilde f/: A — B ve
g :B — A fonksiyonlar: var olsun. B kiimesinden g fonksiyonunun goérintii
kiimesine tanimh g : B — g(B) fonksiyonu birebir ve értendir. Bu nedenle
g 1:g(B)— B ters fonksiyonu vardir. (Dikkat edilirse g : A — B fonksiyonu
orten olmadig siirece g~!: B — A ters fonksiyonu yoktur.) Simdi,

G=U@o N (A-sB)cA
k=0

altkiimesini ele alalim. W = A — G olsun. Buna giére A = GuW kiimesi, G
(gri) ve W (beyaz) kiimelerine ayrilabilir. Simdi, 4 : A — B fonksiyonunu
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[ f@w  xeG
h(X)—{ g_l(x) xeW

olarak tanimlayalim. Bu tanim anlamhdir ¢iinkii x € W ise x ¢ G olur. Bura-
dan x ¢ A — g(B) <G ve boylece x € g(B) bulunur. O halde g~!(x) tanimlidur.

Ispat1 tamamlamak icin 4 fonksiyonunun hem birebir hem de 6rten
oldugunu gostermek gerekir.

Birebirlik icin A(x) = A(y) oldugunu kabul edip x = y oldugunu gésterelim.
Burada tli¢c durum s6z konusudur. Birincisi; x,y € G ise A(x) = h(y) olmasi
f(x) = f(y) olmas1 anlamina gelir ki f birebir oldugu i¢in x = y elde edilir.
Ikincisi; x,y € W ise h(x) = A(y) olmas1 g 1(x) = g~ 1(y) olmas: anlamina gelir.
Bu esitligin her iki tarafina g uygulanarak x = y bulunur. Uciinciisii, x ve y
elemanlarindan biri G digeri W kiimesindedir. Ornegin x € G ve y € W olsun.
G kiimesinin tanimindan, x = (g o f)*(z) olacak sekilde 2 >0 ve z€ A — g(B)
vardir. Buna gére h(x) = h(y) ifadesi f(x) = g7 1(y) yani f((go f)*(2)) = g7 1(y)
anlamina gelir. Bu esitligin her iki tarafina g uygulanarak (go f)**1(z) =y
bulunur. Buradan y € G elde edilir. Ancak y € W oldugu i¢in bu imkéansizdir.
Dolayisiyla iigiincii durum ortaya cikamaz. Ilk iki duruma gore h(x) = A(y)
ifadesi x = y olmasim gerektirdigi i¢in A birebirdir.

Ortenlik icin herhangi bir b € B alalim ve i(x) = b olacak sekilde bir x € A
oldugunu gosterelim. Dikkat edilirse g(b) € A oldugu i¢in ya g(b) e W ya da
g(b) € G olur. Eger g(b) e W ise h(g(b)) = g Ng(b)) = b olur ve x = g(b) e A
elemani A(x) = b sartim1 saglar. Eger g(b) € G ise G’nin tanimi1 geregi

g(b)=(gof)k(z)

olacak sekilde 2 = 0 ve z € A — g(b) vardir. Aslinda % > 0 olmalidir ¢iinkii £ =0
icin g(b) =(gof)%(2) =z € A — g(B) olur. Ancak g(b) ¢ A — g(B) oldugu aciktir.
Buradan

(gof)olgo Y ()

g(f((go f)k‘l(z)))

yazilabilir. Fakat g birebir oldugu icin
b=f(go N (2)

bulunur. Simdi, x = (go f)*~1(z) olsun. G kiimesinin tanimindan x € G olur.
Buradan h(x) = f(x) = f((g o f)*~1(2)) = b yazilabilir. Boylece her b € B i¢in
h(x) = b olacak gekilde bir x € A vardir. O halde & ortendir.

Sonugta, i : A — B hem birebir hem de 6rtendir; yani bir eslemedir. B

g(b)

Cantor-Bernstein-Schroeder teoreminin nasil kullanilabilecegine dair
birka¢ ornek verelim. Bu 6rnekler |R| = |22(N)| esitligini de icerir.
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Ornek 14.6 R iizerindeki [0,1) ve (0,1) araliklar1 ayni kardinalitelidir.

Bu oldukca akla yatkindir ¢linkii sol ugtaki 0 noktasi disinda bu iki aralik
aynidir. Buna ragmen bir [0,1) — (0,1) eslemesi olusturmak sikintilidir.
(Ancak cok zor degildir. Bkz: Bolim 14.1’deki 11. alistirmanin ¢oziimii.)

Daha basit bir ispat su sekilde yapilabilir: f(x) = ; + 3x ile tamimh
f:10,1) — (0,1) ve g(x) = x ile tanimlh g : (0,1) — [0,1) fonksiyonlar1 bire-
birdir. Cantor-Bernstein-Schroeder teoremi geregince bir 4 :[0,1) — (0,1)
eslemesi vardir. Dolayisiyla |[0,1) = |(0,1)| olur.

Teorem 14.11 R ve 22(N) kiimeleri ayni1 kardinalitelidir.

Ispat. Ornek 14.4’te |R| =1(0,1)| ve Ornek 14.6’da |(0,1)| = |[0,1)| olduklar1
gosterilmistir. Buradan |R| = |[0,1)| yazilabilir. Ispat icin |[0,1)| = |22(N)] ol-
dugunu gostermek gerekir. Cantor-Bernstein-Schroeder teoremine gore,
birebir olacak sekilde £ :[0,1) — 22(N) ve g : 2(N) — [0,1) bulmak yeterlidir.

Bilindigi tizere [0,1) araligindaki her sayinin 0,b61b9b3b4... formundaki
ondalik gosterimi bir tektir. Buradaki b; rakamlarindan her biri 0,1,2,...,9
sayilarindan biridir. Ayrica, sonunda 9 rakami tekrar eden bir ondalik gos-
terim yoktur. (Ornegin 0,359999 = 0,360 oldugunu hatirlayin.) Bu gézlemi
kullanarak, f:[0,1) — 2(N) fonksiyonunu

£(0,b1b2b3by...) =4{10b1, 10%bg, 10%b3,...}

ile tamimlayalim. Ornegin £(0,121212) = {10,200,1000,20000,100000,...},
£(0,05) = {0,500} ve £(0,5) = £(0,50) = {0,50} olur. Bu fonksiyonun birebir
oldugunu gormek icin [0,1) araligindan, birbirinden farkl 0,b61b2b3b4...
ve 0,d1dadsdy... sayllarini ele alalim. En az bir i indisi i¢in b; # d; oldu-
gundan b;10% € £(0,b1b2b3by...) fakat b;10% ¢ £(0,d1dodsdy...) olur. Boylece
f(0,b1b3b3by...) # f(0,d1d2dsdy...) elde edilir. Sonug olarak f birebirdir.
Simdi, i € X ise b; =1 ve i ¢ X ise b; = 0 olmak tizere g : (N) — [0,1)
fonksiyonunu g(X)=0,b1b2b3by... olarak tanimlayalim. Ornegin, g({1,3}) =
0,101000 ve g({2,4,6,8,...}) =0,01010101 olur. Ayrca g(¢) =0 ve g(N) = 0.1111
oldugu goriilebilir. Birebirlik i¢in X #Y oldugunu kabul edelim. Buna gore
X veya Y kiimelerinden birine ait olup digerine ait olmayan en az bir i
tamsayis1 vardir. Buradan g(X) # g(Y) bulunur ¢iinkii bunlarin virgiilden
sonraki i—yinci rakamlari birbirinden farklidir. O halde g birebirdir.
Birebir olacak sekilde f :[0,1) — Z(N) ve g : Z(N) — [0,1) var oldugu
icin, Cantor-Bernstein-Schroeder teoremi geregince bir A :[0,1) — Z22(N)
eslemesi vardir. O halde |[0,1)| = |22(N)| olur. Boylece, |R| =[0,1)| oldugu icin
IR| = |22(N)| sonucuna ulasilir. [ ]
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Daha onceden |R| # |N| oldugunu biliyorduk. Biraz 6nce de |R| = |22(N)|
oldugunu ispatladik. Bu gozlem, R'nin kardinalitesinin |N| = Ry degerinden
“cok da uzak” olmadigini gosterir. Bu boliimii X ve |R| arasindaki bu gizemli
iligki tizerine birkag s6z ederek kapatalim.

Bu tinitenin baglangicinda Ry < |R| oldugunu kanitladik. Cantor’un son-
suz kiimeler tizerindeki teorisini formiile etmesinden neredeyse bir asir
sonra, matematikciler

No < |A| < |R|

olacak sekilde bir A kiimesinin var olup olmadig1 sorusuna yanit aramaya
basladi. Yaygin olarak boyle bir kiimenin var olmadigina inaniliyordu ancak
hi¢ kimse bunu ne ispatlayabildi ne de ciiriitebildi. Béyle bir A kiimesinin
var olmadig iddiasi, siireklilik hipotezi olarak anilmaya bagladi.
Teorem 14.11, |R| = |22(N)| oldugunu belirtir. Bunu, 282. sayfada verilen
Esitlik (14.2)deki zincirde kullanarak asagidaki iligkiyi yazabiliriz:

Ro IR
I I
INI < |2(N)] < [2(PN)] < [PP@PN)) <

Buna gore siireklilik hipotezi, N ve onun kuvvet kiimesinin kardinaliteleri
arasinda bagka hicbir kiimenin kardinalitesinin olmayacagini iddia eder.

Bu iddia sezgisel olarak mantikli goriinse de Cantor’un onu 1880’lerde
ortaya attigindan beri ispati yoktur. Aslinda bu is neredeyse paradoksaldir.
Mantik bilimci Kurt Godel, yeterince giiglii ve tutarli olan herhangi bir ak-
siyomatik sistemde, ispatlanamayacak ya da ciiriitiilemeyecek 6nermelerin
var oldugunu 1931 yilinda kanitlad.

Daha sonra siireklilik hipotezinin olumsuzunun, kiimeler teorisinin
standart aksiyomlari ile (Boliim 1.10’da bahsedilen Zermelo-Fraenkel ak-
siyomlari) ispatlanamayacagini gosterdi. Boylelikle, ya siireklilik hipotezi
yanligtir ve bu kanitlanamaz ya da siireklilik hipotezi dogrudur.

Paul Cohen, 1964 yilinda sasirtici bir sonug kesfetti: Mantik yasalari ve
kiimeler teorisi aksiyomlar1 goz ontine alindiginda, hi¢bir ispattan siireklilik
hipotezi ¢ikarimi yapilamaz. Daha acik bir ifadeyle, siireklilik hipotezinin
ispatlanamayacagint kanitlada.

Godel ve Cohen’in sonuglar: bir araya getirilerek matematigin standart
aksiyomlar: cercevesinde siireklilik hipotezinin dogru veya yanlis olduguna
“karar vermenin” mimkiin olmadig: goriliir. Sireklilik hipotezini dogru
kabul etmekten ya da reddetmekten hicbir mantiksal celigki ortaya ¢ikmaz.
Bunu dogru ya da yanlhs kabul etme konusunda 6zgiiriiz. Bu kararlarin her
ikisi de kiimeler teorisinin farkli —fakat ayni 6l¢lide tutarli— versiyonlaridir.
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Bu durum, mantigin temellerini ve bu kitapta yaptigimiz her seyi bal-
taliyormus gibi goriinebilir. Stireklilik hipotezi bir 6nerme olmalidir. Bu
nedenle ya dogru ya da yanlis olmalidir. Ikisi birden nasil olabilir ki?

Simdi bunu anlamaya yardim edecek bir 6rnek verelim. Bunun i¢in 7,
say1 sistemini ele alalim. Eger [2] = [0] olup olmadig1 sorulursa ne olur?
Elbette ki cevap n degerine baglidir. Ornegin, [2] = [0] ifadesi Zy’de dogrudur
fakat Z3’te yanhstir. Ustelik, [2] = [0] ifadesinin dogru oldugu iddia edilirse
bunun mantiksal olarak 79 sisteminde gerceklestigi sonucuna varilir. Eger
[2] = [0] ifadesinin yanlis oldugu iddia edilirse baska bir 7, lizerinde ¢ali-
siliyor demektir. O halde [2] =[0] ifadesinin dogru ya da yanlis olmasi, Z,
say1 sisteminde bir tutarsizlik olmasini1 gerektirmez. Sonug olarak, [2] =[0]
onermesi Zy “evreni” icinde dogrudur, (ve 6rnegin) Z3 evreni iginde yanhstar.

Stireklilik hipotezi i¢in de durum aynidir. Bunun dogru oldugunu sdyle-
mek, bir kiimeler teorisi sistemi verir. Yanlis oldugunu séylemek ise baska
bir kiimeler teorisi sistemi verir. Her ne kadar farkl olsalar da Godel ve Co-
hen’in bulgulari bu iki teorinin egit derecede tutarli ve gecerli matematiksel
evrenler oldugunu gosterir.

O halde hangisine inanmalisiniz? Neyse ki bu ¢ok fark etmez ¢iinkii
onemli matematiksel sonuclar siireklilik hipotezine dayanmaz. (Bunlar,
her iki evrende de dogrudur.) Matematigin temellerini derinlemesine ince-
lemediginiz siirece, siireklilik hipotezini dogru kabul etmekten bir zarar
gelmez. Cogu matematikci bu konuda bilinmezlik ilkesini benimser ancak
stireklilik hipotezini dogru kabul eden versiyonu tercih etme egilimindedir.

Siireklilik hipotezi ile ilgili olan bu durum, matematigin muazzam
derinliginin bir kanmitidir. Bu bize, kitapta sunulan fikirlerle baslayan sis-
tematik mantik yontemlerinin titizliginin ve dikkatinin 6nemini hatirlatir.

Boliim 14.4 Alistirmalar:

1. Eger A c B ve birebir bir g : B — A fonksiyonu var ise |A| = |B| oldugunu gosteriniz.

2. |R?| = |R| oldugunu gésteriniz. Oneri: [(0,1) x (0,1)| = |(0,1)| oldugunu gostererek
baglayabilirsiniz

3. Dogal sayilar kiimesinden {0, 1} iizerine taniml biitiin fonksiyonlarin kiimesi &
olsun. |R| = |#| oldugunu gosteriniz.

4. Reel sayilar kiimesinden {0,1} tizerine tanimh biitiin fonksiyonlarin kiimesi &
olsun. |R| < || oldugunu gosteriniz.

5. B={(x,y):x22 +y? <1} cR? kiimesini ele alalim. |B| = |R?| oldugunu gésteriniz.

. |2(N x N)| = |22(N)| oldugunu gosteriniz.

7. Ispatlayin ya da ciiriitiin: Eger f : A — B birebir fonksiyonu ve g: A — B 6rten
fonksiyonu var ise bir 4 : A — B eglemesi vardir.

=2
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Sonugc

ger bu kitapta verilen fikirleri 6ziimseyerek 6grendiyseniz artik mate-
matigin yorumlanmasi ve aktarilmasi i¢in etkileyici bir takim araclara
sahipsiniz demektir. Bu araclar, ileri seviye icin vazgecilmezdir. Ancak bazi
seyleri inga etmek, elbette ki araclardan daha fazlasini gerektirir. Yara-
ticilik, ilham, beceri, yetenek, sezgi, tutku, planlama ve 1srar son derece
onemlidir. Eger buraya kadar geldiyseniz bu 6zelliklere muhtemelen yeterli
olclide sahip oldugunuz rahatlikla séylenebilir.

Matematigi anlama arayisinin sonu yoktur. Artik, siz bu yolculuk i¢in
iyi bir donanima sahipsiniz. Bu kitaptan 6grendikleriniz, umarim ki sizi
daha iyi bir anlama, yaratici olma ve ifade etme diizlemine tasir.

En iyi dileklerimle, bol sanslar...

R.H.
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